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Capitolo 1

Introduzione

Questo documento raccoglie i contenuti più recenti pubblicati sul blog Con
le mele | e con le pere, il blog che conta (e che misura!). È diviso in tre
capitoli: quello con i testi dei problemi riporta, parola per parola, quanto già
pubblicato nel sito, mentre i due capitoli relativi alle soluzioni e alle risposte
sono inediti.

Questo documento è un esperimento, e pertanto ogni suggerimento è
ben accetto. Ad esempio sto valutando se vale la pena creare documenti
diversi contenenti solo le risposte. Sto valutando se ha senso disordinare ca-
sualmente le risposte. Sto valutando quale sia l’impaginazione migliore, e
come sia meglio ridimensionare le immagini. Sto valutando se dividerlo in
volumi contenenti ciascuno solo alcuni post, con ordine sequenziale o tema-
tico. Sto valutando di completarlo aggiungendo man mano i vecchi post, e
le date di pubblicazione. Tra una valutazione e l’altra ho pensato che tanto
vale vararlo, e vedere se qualcuno ha qualche commento in merito.

Le soluzioni e le risposte sono “buttate giù”, nel senso che non rispettano
l’elevatissimo standard qualitativo dei post. Che, scherzi a parte, significa
che possono contenere errori ortografici e difetti stilistici che nei post cerco
di limitare. Sono pronto per qualsiasi segnalazione di errata.

Questo documento potrebbe diventare presto obsoleto, quindi controlla
di avere l’ultima versione, disponibile in conlemele.wordpress.com

Buona lettura!
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Capitolo 2

Problemi

Una circonferenza all’angolo

Sento ancora le tempie pulsare da ieri sera. Già non reggo bene l’acqua
frizzante, che mi dà velocemente alla testa, ma l’aggiunta delle gocce di
limone è stata fatale. Sono andato subito in acido citrico, e ora ho solo
confusi ricordi di quanto successo.

E’ proprio vero quello che si dice quando piove, che rinfresca l’aria. Che
dopo la tempesta viene il sereno, che dopo la mucca il treno, cronologicamente
parlando. Cronometricamete è assai più raro, perché per quanto il treno
possa essere lento, la mucca è in genere di indole non competitiva.

Certe volte penso che non si possa neanche mai tornare indietro, perché
la vita è un non-senso unico.

Figura 2.1: Pixel blu, bianchi e neri in proporzione variabile.

Se i paragrafi introduttivi vi sembrano cose a caso, aspettate di vedere
l’arbitrarietà del problema, o di qualsiasi altra cosa vi capiti qualora decidiate
di interrompere la lettura per fare tutt’altro. Ecco che appare un triangolo
rettangolo.
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Spesso li guardiamo disegnati appoggiati su un cateto, in modo che l’altro
cateto sia perfettamente verticale e l’angolo retto sia evidente. Questa volta
è però importante appoggiarlo sull’ipotenusa.

Un cateto lo chiamiamo a, e il suo quadrato è la somma dei quadrati di
due interi positivi. Il secondo e ultimo cateto non lo chiamiamo, ma sappiamo
che è lungo 9a.

Figura 2.2: Certamente non in scala, e probabilmente neanche in equilibrio.

Prolunghiamo i cateti verso l’alto con due semirette in modo da poter
accogliere un cerchio il cui raggio misura anch’esso 9a. Il cerchio scivola sul
piano verso il basso e si ferma quando è ostacolato da queste due semirette,
risultando a esse adiacente.

La distanza del centro del cerchio dal suolo, cioè dalla retta che contiene
l’ipotenusa del triangolo, è il minimo intero possibile. Quale?

Problema 1: Una circonferenza all’angolo

In un triangolo rettangolo T i cateti sono a =
√
u2 + v2 e b = 9a, con
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u, v interi positivi. Un cerchio di centro C e raggio r = b è tangente alle
rette che contengono a e b ma non seca T . Qual è la minima distanza
intera tra C e la retta contenente l’ipotenusa?

Cubo senza un vertice

L’estate in Casa Conlemele, perlomeno fino a che si ubica a Torino e non,
poniamo per assurdo, a Londra o a Auckland, trasferisce numerosi i cubetti di
ghiaccio dal freezer alla tavola. I simpatici amici freschi si fanno perdonare
il piccolo inganno di non essere propriamente dei cubi, ma è lo stesso un
nome grazioso, e poi tanto avrebbero lo stesso profumo se si chiamassero
rose. Effimeri.

Immaginiamo un cubo in tutta la sua perfezione, e con altrettanta perfe-
zione facciamo passare un piano che tagli via un vertice. Il piano passa per i
tre degli otto vertici che sono sullo stesso spigolo di quello tagliato via. Dei
due solidi formatisi, da una parte del piano c’è un cubo spuntato, dall’altra
un tetraedro.

Per ragionare meglio su queste figure, le ho ricostruite con la carta. En-
trambi gli sviluppi piani si possono disegnare con riga e compasso, ed entram-
bi gli sviluppi si possono disegnare senza mai staccare la matita dal foglio
e senza passare due volte sullo stesso tratto. A parte queste distrazioni, il
risultato è commisurato alle capacità manipolative del costruttore. Solo per
precisare.

Costruire solidi di carta porta via molto tempo, oltre alle difficoltà di
realizzazione, ma il risultato è tangibile. Senza nulla togliere alle cose in-
tangibili, c’è però la soddisfazione di muovere, ogni tanto, atomi invece di
bit. E’ più o meno a questo punto del discorso che Lorella mi suggerisce altri
modi di muovere le mani, modi alternativi che comportano l’accettazione del
mistero della polvere e la messa in atto delle azioni conseguenti per toglierla.
Poi lavare le piastrelle, fare la spesa, ... questa benedetta realtà, sempre di
mezzo.

Quali sono le dimensioni del cubo spuntato? Lo si può calcolare per
differenza, togliendo dal cubo, che pensiamo di lato unitario, il volume del
tetraedro. Ciò si calcola facilmente, giacché 1

2
è l’area della base e 1 è l’altezza.

Il volume del tetraedro è 1
6

e quindi 5
6

è quello del cubo senza un vertice.
In alternativa, possiamo unire 4 tetraedri per formare una piramide a

base quadrata, di lato
√

2 e altezza 1. Il volume è della piramide viene 2
3
, che

è 4 volte quella del tetraedro, da cui ritroviamo 1
6
. Tra l’altro, una base del

tetraedro è un triangolo equilatero di area
√
3
2

, da cui si ricava che l’altezza
relativa a quella base è 1√

3
. Questo però è un di più.
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Figura 2.3: Premio per la fotografia 2013

Figura 2.4: Testa di Robin Hood monocroma in bassa risoluzione. Ed è
arrabbiato.
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C’è ancora un’alternativa. Se poggiamo il cubo spuntato C sul piano per
la faccia triangolare equilatera, possiamo accostarci tre copie del tetraedro T
per ottenere un tetraedro di lato doppio di quello di partenza. E se il lato è
doppio il volume è otto volte tanto, quindi C + 3T = 8T , e allora C = 5T .
Stiamo dicendo sempre la stessa cosa. Facciamo qualcosa di diverso?

Figura 2.5: Costruissi questi! Il caso n=2 si incastra con quello n=3, quello
n=3 con quello n=4, ecc. Che ne uscirebbe fuori?

Il cubo senza un vertice si può approssimare con una insieme di cubetti.
Prendiamo un cubo formato da n×n×n cubetti e togliamone un po’ in modo
da lasciare quelli della diagonale per le tre facce tagliate. Risparmiamo tutti i
cubetti che non oltrepassano il piano tangente ai cubetti di queste diagonali.
L’approssimazione pixellosa, o voxellosa, è molto rozza all’inizio, ma migliora
con l’aumentare del numero di cubetti per lato. Quanti cubetti formano il
cubo spuntato se ce ne sono 11 per lato?
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Problema 2: Cubo senza un vertice

Un cubo è suddiviso in 113 cubetti identici. Vengono mantenuti tutti i
cubetti completamente nel semispazio contenente l’origine e delimitato
dal piano che dall’origine sia più distante e che sia tangente ai tre
cubetti in posizione (11, 0, 0), (0, 11, 0) e (0, 0, 11).

La cosa più meravigliosa del mondo

Undici orizzontale, otto lettere.
A cavillare non si finisce più, però un conto è perdersi nei dettagli, altro

è essere semplicemente precisi, e qui di precisione ce n’è ben poca. Già la
parola “cosa” è ambigua. E’ più generale di “oggetto”, perché comprende
anche cose animate, e cose astratte, e cose cos̀ı. Non è ben chiaro cosa
stiamo comprendendo. E se saltiamo alla fine, al “mondo”, abbiamo altri
dubbi. Il mondo è grande ma non infinito: se fosse un reale diremmo che
è non-negativo. Usiamola come espressione vaga per indicare una qualsiasi
cosa che esista.

Sull’aggettivo “meraviglioso”, invece, niente da dire. Le cose meravigliose
sono più d’una, da cui necessariamente deve esistere quella “più” meraviglio-
sa. La risposta però, viste le nebulosità dette, non può essere che opinabile,
e la mia opinione è solida: il “cervello”.

Chiaro, che altro potevate aspettarvi da un cervello umano che scrive? E’
vanitoso da parte sua, ma ha i suoi bei meriti. Stiamo parlando di 100 miliardi
di neuroni, uno per ogni stella della Via Lattea! A magnificare questa “cosa”
che ognuno di noi possiede ben al riparo nella scatola cranica non bastano
più persone che dedicano la loro vita a scrivere libri sull’argomento.

Una di queste persone è l’entusiasta Tony Buzan. Un paio di anni fa, in
un charity shop a Londra, per un paio di sterline ho acquistato una copia
usata del suo Use Your Head, con tanto di autografo. Buzan ha il merito di
aver diffuso, in questo e in altri libri, il concetto di mappa mentale. Scrive
di tematiche relative al potenziamento e alla crescita della creatività, delle
tecniche di lettura veloce, di memorizzazione, di apprendimento in genere,
e di tante altre cose che è tanto affascinante leggerne quanto richiede fatica
il metterle in pratica. Uno degli aspetti che più mi interessa è quello legato
alla memoria.

La memoria può essere a breve o a lungo termine. Una buona memoria
a breve termine fa s̀ı che sia possibile prepararsi la sera prima per una veri-
fica in classe sulla classificazione dei minerali, facendo un compito perfetto
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Figura 2.6: Interazione tra i lobi del cervello.

scrivendo praticamente tutto quello letto nel libro. Una cattiva memoria a
lungo termine fa s̀ı che sia possibile che alla fine dell’anno la Prof di scienze
ti interroghi oralmente per la prima volta e tu non sappia un Gniente con la
G maiuscola.

Il modo classico per imparare a memoria una cosa è quello di ripeterla
fino allo sfinimento. Questo approccio è poco efficace e pochissimo efficiente,
ma tuttavia è diffusissimo per la sua semplicità e perché non si pensa possano
esserci altre strade. La tecnica può essere migliorata sfruttando il fatto che
quando un concetto entra nel cervello per la prima volta ci soggiorna per
poco tempo e viene presto dimenticato. La seconda volta che il cervello è
esposto allo stesso concetto lo conserva un po’ più a lungo, e gli intervalli di
ritenzione della memoria si allungano, fino a che l’informazione passa nella
memoria a lungo termine.

Il concetto di ripetizioni intervallate è raccontato anche da Buzan, ed
è implementato per esempio nel programma jMemorize che ho usato per
diverso tempo e con discreti risultati per imparare una manciata di parole.

Questo programma funzione grosso modo come segue, anche se semplifico
un po’. Ci costruiamo una banca dati con un po’ di parole e relativi significati.
Il programma ci mostra una parola, che impariamo. La stessa parola ci verrà
presentata domani e in seguito a intervalli fissi, ad esempio dopo la seconda
apparizione aspetteremo per rivederla prima una settimana, poi ancora un
mese, poi altri sei mesi. Possiamo anche dire al programma che ci siamo
dimenticati il significato di un termine. In questo caso, la parola tornerà al
punto di partenza e ripeterà tutta la trafila: domani, tra altri sette giorni ecc.
Arrivati a 180 giorni, rivediamo la parola una volta all’anno, e comunque la
consideriamo entrata definitivamente a far parte del nostro vocabolario.

Qual è la probabilità che due parole a caso compaiano almeno una volta
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nello stesso giorno?
Abbiamo bisogno di semplificare un po’ le cose, e iniziamo subito dalla

richiesta più assurda. Facciamo di essere bravissimi. Non ci dimentichiamo
mai un significato, quindi nessuna parola ritorna mai al via.

Le altre richieste sono più ragionevoli. Siccome i calendari sono strumenti
di tortura, li semplifichiamo considerando tutti i mesi di 30 giorni. Ogni pa-
rola ha la stessa probabilità di essere inclusa nella banca dati in uno qualsiasi
dei 360 giorni di un anno qualsiasi. Le due parole che teniamo d’occhio sono
state inserite a meno di 360 giorni l’una dall’altra. Non dovrebbe servire
altro.

Problema 3: La cosa più meravigliosa del mondo

Siano X ∼ Unif{1, . . . , 360}+ 360k e Y ∼ Unif{1, . . . , 360}+ 360h con
h, k tali che |X−Y | < 360. Se T (Z) = {Z,Z+1, Z+8, Z+38, Z+218},
qual è la probabilità che T (X) ∩ T (Y ) 6= ∅?

Ferrara 2013 - Divertissement 18-20

Sulla facciata di un edificio nel quartiere universitario di Bologna ho letto la
nota massima latina Nihil novum sub sole. La verità di questa proposizione si
auto-corrobora nel senso che se è vera allora continua, essa stessa, a non essere
una novità. Viceversa, se ci fosse qualcosa di nuovo, allora un’ulteriore novità
sarebbe rappresentata dalla falsità della proposizione. In linea di massima,
è dilettevole forzare i contorni sfumati delle massime.

Vediamo nonostante questo se si possa almeno cambiare argomento. Do-
po Bologna abbiamo girato in lungo e in largo per le vie della vicina Ferrara,
nutrendoci dei capolavori architettonici e artistici l̀ı conservati. E’ stato insie-
me triste ed educativo vedere molti musei e chiese inagibili per chissà quanto
tempo a causa del terremoto. La realtà e l’arte si mischiano insieme nel tema
della vanitas, vale a dire di quella rappresentazione della transitorietà della
vita umana, dell’effimero che intride ogni intento e ogni azione. Tema che
tanto spesso ricorre nei quadri per mezzo di oggetti simbolici più o meno
espliciti, specialmente teschi, clessidre e strumenti musicali.

Al di là delle catastrofi naturali, ogni dipinto, proprio in quanto non
eterno, è un esempio della vacuità dell’umano perseguire di ogni opera. E’
quindi di per sé una vanitas, a prescindere da cosa riporta come disegno.
Se poi il soggetto contiene proprio un mappamondo, fiori e frutta, armi, un
flauto, e via dicendo, allora abbiamo una vanitas (quadro) con dentro una
vanitas (allegoria), quindi una meta-vanitas.
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Il prefisso meta è usato per indicare un qualcosa che tratta di un qual-
cosa dello stesso tipo, come ad esempio il metateatro è un’opera che inscena
una rappresentazione che ha per oggetto proprio il mondo del teatro. Nel
caso patologico, il riferimento non è all’intera categoria ma proprio all’opera
originaria, producendosi un’autoreferenza.

Questo prefisso è usato quindi per una matriosca esterna che contiene
al suo interno un’altra matriosca. Simmetricamente possiamo chiederci cosa
possa significare “uscire” da una matriosca, eventualmente per incontrarne
un’altra. Un dipinto A contiene il disegno di un dipinto B, quindi possiamo
dire che A è un metadipinto, mentre non c’è un modo specifico per dire che
B è un dipinto rappresentato in un dipinto esterno. In greco la parola me-
ta significa “dopo”, quindi si potrebbe usare il vocabolo contrario prin che
significa “prima”. Cos̀ı il prindipinto B è un dipinto contenuto in un altro
dipinto, il metadipinto A. Allora ogni vanitas (allegoria), siccome rappre-
sentata a sua volta in un’altra vanitas (quadro), è una prinvanitas. Allora
ancora, se per fare compagnia a Pedro Calderòn de la Barca accettiamo che
la vita è un sogno, quando dormiamo facciamo in realtà dei prinsogni.

Un ulteriore intrigante aspetto della parola meta è che, magari perché
troppo specialistica o troppo nuova, non c’è sul vocabolario! Una parola
simile, anche questa esclusa dal vocabolario, e anche questa collegabile alla
vanitas è meme.

Un meme di Internet è un’immagine o un video che vengono condivisi,
inalterati o con piccole modifiche, da un grandissimo numero di persone,
spesso con finalità umoristiche. La parola, pronunciata /mi:m/, ha acquisito
popolarità in tempi relativamente recenti, e qualcuno può anche pensare che
sia l’ultima novità, ma il concetto sociologico è più vasto e, al di fuori del
contesto di Internet, risale agli anni 70. Solo che i concetti e le cose non
aspettano di avere un nome per esistere. Cos̀ı tra i pittori, molto prima di
dire che è un meme, c’è stata la moda di disegnare vanitas. La morale di
tutto ciò non è nuova, come attesta la già citata frase in latino.

Come di consueto, girando per la città, dalle foto di qualche particolare
decorativo sono nati alcuni divertissement, semplici problemini geometrici.

Divertissement 18.

Le piramidi hanno base quadrata di lato ` = 1 e altezza `
2
. Le file di

piramidi sono sfasate di `
2
. Quanto distano al minimo i vertici non alla base

di due piramidi di file diverse?

Divertissement 19.

I semicerchi tra le colonne hanno raggio 1
6
. Qual è l’area che delimitano

insieme all’arco a sesto acuto?

Divertissement 20.
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Figura 2.7: Palazzo dei Diamanti. Tutti lo fotografavano da angolazioni
strane.

Figura 2.8: Cattedrale.
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Figura 2.9: Un anonimo portone.



16 CAPITOLO 2. PROBLEMI

Il raggio del quarto di cerchio è 14 volte quello dei quattro cerchietti di rag-
gio unitario che lo toccano. Quanto misura il raggio del cerchio intermedio,
quello contenente i quattro cerchietti spezzati?

Che convoluzione, un tetraedro!

Figura 2.10: Quante in tutto?

Leggo da qualche parte che l’n-esimo numero tetraedrico è la convoluzione
dei primi n numeri naturali. Che cosa graziosa!

Proverò a dare un’idea del concetto di convoluzione nell’ambito del calcolo
delle probabilità con un esempio. Scegliamo due variabili aleatorie X e Y .
L’esempio è molto rilassato, quindi facciamo che X indica il risultato del
lancio di un comune dado da 6, e Y il lancio di un dado da 4. Non tutti i
dadi da 4 hanno forma tetraedrica, cosa che peraltro qua non c’entra. La
convoluzione ci dice la distribuzione della variabile aleatoria Z = X + Y .

Per esempio, la Z può valere 6 se esce 5 nel primo dado e 1 nel secondo,
ma ci sono altre possibilità: 4 e 2, 3 e 3, 4 e 1. Niente da fare invece se
X = 6, perché qualsiasi risultato di Y sarebbe in eccesso, o se X = 1, perché
nessun risultato di Y sarebbe sufficiente. La probabilità dell’evento Z = 6
può essere calcolata sommando le probabilità congiunte che esca k col primo
dado e 6 − k col secondo. Per k = 2, 3, 4, 5 valgono P({X = k}) = 1

6
e
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P({Y = 6 − k}) = 1
4
, per k = 1 o 6 invece P({Y = 6 − k}) = 0. Allora

P({Z = 6}) = 4 · 1
6
· 1
4

= 1
6
.

Il risultato specifico è confermato anche dal ragionamento diretto. Infatti,
supponiamo di aver già lanciato Y e notiamo due cose. La prima: esiste
sempre un esito di X che porta il totale esattamente a 6. La seconda: per
ogni caso, l’esito X utile è unico ed ha probabilità 1

6
.

Più in generale, la convoluzione di due variabili aleatorie è

P({Z = n}) =
∑

P({X = k})P({Y = n− k}),

con l’ovvia estensione al caso continuo. Assomiglia ad un prodotto scalare.
Torniamo ora ai numeri tetraedrici. Quante biglie servono per formare

una piramide a base triangolare di lato n? Contiamo per strati paralleli al
suolo, che è conveniente numerare a partire dalla punta, “triangolo” di lato 1,
scendiamo poi di un piano e abbiamo un triangolo di lato 2, ecc. Il generico
piano i è un triangolo di lato i formato da

∑i
j=1 j = i+1

2
i biglie, ed il totale

per tutti gli strati è l’n-esimo numero tetraedrico:

T en =
n∑
i=1

i∑
j=1

j =
1

2

∑
(i+ 1)i =

1

2
(
∑

i+
∑

i2) =
1

4
(n+ 1)n+

1

2
Qn.

Per pulizia le sommatorie senza indicazioni sottintendono l’indice i tra 1 ed
n. Con Qn indico la somma dei primi n quadrati, che ha una formula chiusa
che non ricordo mai.

La convoluzione nasce da un secondo modo di calcolare T en. Sezioniamo il
tetraedro per piani paralleli. Prima l’abbiamo fatto passando da un vertice
alla faccia opposta, ottenendo triangoli equilateri. Adesso sezioniamo tra uno
spigolo e quello opposto, ottenendo sezioni a forma rettangolare.

Il primo spigolo è formato da n × 1 biglie. Tutte le biglie a contatto
con questo primo strato formano un rettangolo un po’ più basso e un po’
più largo, di dimensione (n− 1)× 2. Si procede poi al rettangolo successivo
(n−2)×3 e si continua fino a che il rettangolo diventa più largo che alto, per
infine coincidere con lo spigolo 1× n opposto a quello di partenza. Pertanto

T en =
∑

(n− i+ 1) · i = (n+ 1)
∑

i−Qn =
n

2
(n+ 1)2 −Qn.

Ecco questo è un prodotto convolutorio, perché la somma dei due fattori nel
generico addendo è costante. Per non fare le cose a rovescio, sarebbe ora il
momento di provare questa formula, ad esempio con una probabilmente non
illuminante dimostrazione per induzione. E’ anche vero che non c’è unanime
consenso sulla validità di una dimostrazione puramente visuale come quella
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in figura, che potrebbe far troppo affidamento sull’intuizione. Io però la
prendo per buona e vado avanti, anche perché ho in mente qualcos’altro di
più divertente.

Prendendo la formula per dimostrata, abbiamo due modi diversi di cal-
colare T en, ossia sono la stessa cosa:

1

4
n(n+ 1) +

1

2
Qn =

n

2
(n+ 1)2 −Qn

Si capisce dove andiamo a parare? Si può ricavare un’espressione per Qn

Qn =
2

3

(n
2

(n+ 1)2 − n

4
(n+ 1)

)
=
n

6
(n+ 1)(2n+ 1)

Ora i casi sono due. O ci fidiamo della validità del calcolo di T en per convolu-
zione, e allora abbiamo ritrovato a sorpresa un modo di calcolare la somma
dei primi n quadrati, oppure riconosciamo la formula di Qn, e usiamo il fatto
di averla ritrovata corretta come prova per la validità della formula di T en,
che riporto ancora perché è un bel modo di concludere

T en =
∑

(n− i+ 1) · i

Le parabole davanti al carro

La domanda è la più semplice possibile: quanto vale N al minimo?
Questo è infatti l’unico parametro da cui dipende l’intersezione ed è quindi

evidentemente qui che dobbiamo agire se vogliamo che questa intersezione
sia un numero intero, il più piccolo possibile ma non nullo. Perché potrà pur
essere intero, in certi casi, no? Non mi sembra una richiesta cos̀ı campata
per aria, anche se a ben vedere è una figura dai contorni curvilineri. Chissà
poi quale sarà quest’area intera...

Quel che è certo è che le parabole si sovrappongono, quindi c’è un’inter-
sezione non nulla. E questo, per quanto poco, è almeno un piccolo passettino
in avanti. O indietro, che potrebbe andarci bene, a seconda di dove stiamo
andando.

Perché la parabola d è inclinata verso il basso e ha come punto più alto
quello di coordinate (0, N), una nostra vecchia conoscenza. Che non è detto
che solo perché conosciamo una variabile da un paio di paragrafi non possiamo
scoprire nuovi aspetti sul suo conto, tipo che oggi si sente di essere un numero
intero.

L’equazione di questa parabola è d(x) = N − x2. Può sembrare insolito
chiamare una parabola d, ma l’opportunità di questa notazione risulta quasi
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Figura 2.11: Una bella figura con altezza, larghezza e area intere.
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opprimente notando che è una copia ruotata della parabola p(x) = x2. Detto
altrimenti, p sta per prima e d per dopo.

Lorella è andata al mercato e ha comprato una bella Ptarabola. Ha anche
comprato online una buona P.A.R.A.B.O.L.A., e ci siamo riferiti ad entrambe
con le lettere p e d. L’effettiva parabolicità ci è garantita dal quanto precede.

Problema 4: Le parabole davanti al carro

Qual è il minimo intero N che fa s̀ı che l’intersezione tra le parabole
f(x) = x2 e g(x) = N − x2 sia un numero intero positivo?

Parallelogrammi tra due di un tipo e uno del-

l’altro

Marta disegna un quadrato di lato due. Poi, con centro su due vertici opposti,
aggiunge alla figura due cerchi di raggio unitario e, a partire dall’insieme di
tre forme, traccia quattro rette.

A coppie, le rette partono dai due vertici negletti del quadrato e sono
tangenti ai due cerchi. Queste rette si incontrano in due punti interni al
quadrato. Le due intersezioni, insieme ai due vertici da cui partono le rette,
sono i vertici di un parallelogramma.

L’area del quadrato è 4: qual è l’area del parallelogramma? Più o meno
di uno?

Lorella copia il disegno, ma inverte le due figure. Disegna quindi un
cerchio unitario. Poi, con centro su due vertici diametralmente opposti, ag-
giunge alla figura due quadrati allineati di lato due e, a partire dall’insieme
di tre forme, traccia quattro rette.

A coppie, le rette sono tangenti al cerchio da una parte e dall’altra, e pas-
sano per quattro vertici dei quadrati. Queste rette si incontrano in due punti
esterni al cerchio. Le due intersezioni, insieme ai due vertici dei quadrati
interni al cerchio, sono i vertici di un parallelogramma.

L’area del cerchio è π: qual è l’area del parallelogramma? Più o meno di
uno?

Quale parallelogramma ha area maggiore, quello di Marta o quello di
Lorella?

Problema 5: Parallelogrammi tra due di un tipo e uno dell’al-
tro
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Figura 2.12: Spesso costruire una figura con riga e compasso aiuta a capire
meglio il problema.
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Figura 2.13: Il parallelogramma non tocca i cerchi!
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Figura 2.14: Qua ci sarebbe anche un parallelogramma esterno. Che poi
sono rombi.
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Figura 2.15: Questi parallelogrammi si rifiutano di avere vertici sulle
circonferenze.



25

Primo problema. Due cerchi di raggio 1 hanno centro nei vertici A e
C di un quadrato ABCD di lato 2. Qual è l’area del parallelogramma
delimitato dalle quattro rette interne al quadrato, tangenti ai cerchi
e passanti per B e D? Secondo problema. Su una circonferenza di
raggio 1 segniamo quattro punti equidistanti in senso orario A, B, C,
D. Due quadrati di lato 2 hanno centro in A e C e sono allineati al
quadrato ABCD. Qual è l’area del parallelogramma che ha per vertici
i due vertici dei quadrati interni al cerchio, e i due punti di intersezione
delle rette tangenti al cerchio, passanti per quattro vertici dei quadrati
secando ciascuna il quadrato che non contiene il vertice per il quale
passa?

Costeggiando ghirigori

Per sconfiggere il tedio dell’interminabile riunione di ufficio, Marta sta scara-
bocchiando al margine dei suoi fogli per gli appunti. La gente sembra essere
sempre volenterosa quando si tratta di mettersi in mostra, di parlare senza
altro fine che non farsi sentire, appoggiando o respingendo le idee solo sulla
base di chi le ha proposte o del proprio immediato tornaconto. Ben lontano
le sembra il tempo in cui era in un’aula con gli occhi spalancati per seguire al
cento percento i “conticini” che il professore di calcolo delle probabilità scri-
veva alla lavagna per dimostrare che la normale multivariata è una densità.
Dieci anni? Come si fa a non essere un po’ malinconici, a ottobre?

In un attimo si ricorda della telefonata che ha ricevuto in pausa pranzo,
ed è euforica! Una ragazza le ha chiesto aiuto per prepararsi all’esame di ma-
tematica del primo anno dell’università. Marta ne è felicissima, tanto che lo
farebbe anche gratis, ma per non apparire poco seria, disperata e non norma-
le è costretta a farsi pagare. In questo è caldeggiata anche dalla pragmatica
Chiara. Pazienza, vorrà dire che i soldi guadagnati contribuiranno alla co-
stituzione del capitale da investire in speculazioni borsistiche algoritmiche, o
per avviare la sua futura impresa come micropreneur. Interviene nuovamente
Chiara con argomentazioni a favore del facere, dell’agire fuori dagli schemi in
contrapposizione al semplice pensare, e cos̀ı via avanti e indietro attraverso i
confini frastagliati che separano fantasia e realtà.

“Forse può nascere un giochetto da questi scarabocchi”, pensa Marta.
Tanto la riunione continua e la discussione non sta andando da nessuna
parte.

Un po’ come in quei labirinti di legno, quelli in cui una pallina di ferro
scorre su un piano inclinabile a piacimento tramite due manopole. La pallina
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Figura 2.16: Alghe.

Figura 2.17: Senza fronzoli.
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rotola verso il basso scorrendo contro le pareti di legno. In questo caso
le pareti sono curve e si diramano da un punto in comune. La pallina,
idealmente, cade a metà della parte sporgente di parete e rotola verso il
punto più basso. Poi il tavolo si ribalta, e il basso diventa alto e viceversa.
La pallina allora cade nel punto medio della parte sporgente di parete, rotola
nel punto più in basso, e si ripete.

Figura 2.18: Presto nelle vostre case, le nuove decorazioni natalizie pensili di
Conlemele.

Marta non è soddisfatta. Che forma hanno questi segni curvi di inchio-
stro, che nella sua mente diventano pareti di legno? Semicerchi, pezzi di
parabole, che cosa? Per rimanere in tema con la riunione, non prende nes-
suna decisione. Sono tutti simmetrici, questo s̀ı. Ecco! Facciamo che conta
solo lo spostamento in orizzontale, quindi la loro concavità è ininfluente.

La pallina entra a metà dell’apertura, del tratto sporgente di parete. Sci-
vola verso il basso. La gravità si inverte e cade a metà della nuova apertura
e cos̀ı continua. Le due pareti più piccole hanno lunghezza orizzontale com-
plessiva di due e tre unità, e tutte le pareti hanno una lunghezza complessiva
pari a un numero intero di unità.

In tutto, la pallina si sposta orizzontalmente di un numero di unità com-
posto da tre cifre, 1, 7 e 8, poste in qualche ordine. Quante pareti ha toccato
la pallina?

Riunione finita. “Marta, tu che prendevi appunti, ti andrebbe di fare il
verbale?”.

Problema 6: Costeggiando ghirigori

Alcuni segmenti hanno lunghezze intere decrescenti, estremo sinistro in
comune e sono tali per cui il punto medio di un segmento coincide con
il punto medio degli estremi destri dei due segmenti che lo seguono. La
distanza tra il punto medio degli estremi destri dei due segmenti più
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lunghi e il punto medio del segmento minore, lungo 2 unità, esatta-
mente una in meno del penultimo, è un numero di unità formato dalle
tre cifre 1, 7 e 8 in qualche ordine. Quanto vale n?

Un cubo ha tre canali ortogonali

Figura 2.19: Il diametro dei buchi è metà lato del cubo. Il volume...

Un cubo ha tre canali ortogonali,
l’ha comprato Lorella al mercato
insieme ad una coppia di bracciali.
L’oggetto in marmo rosa è levigato,
è stato un acquisto vantaggioso,
a giudicar da quanto l’ha pagato.
Anche se non si tratta di un prezioso
ha una caratteristica ben strana
che molto e tanto s̀ı lo fa curioso.
C’è forse sotto un trucco o magia arcana,
questo Lorella non lo può sapere.
Passar da capo all’altro una bandana
non è gran bella cosa da vedere.
Laddove entra tale n’esce quale:
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che cosa mai dovrebbe accadere?
Ma se ci fa passare un bracciale
di quelli che ha comprato di recente
succede una cosa eccezionale.
Un sol spinge da su verticalmente,
da sotto n’escon due intrecciati.
Ditemi voi se non è sorprendente!
Ma i meccanismi son più complicati
che per uno dei tre canali solo
si ottengono bracciali duplicati.
Immaginiamo ora un altro volo,
che il cubo attraversi per il mezzo,
da quel di destra all’opposto polo.
In questo caso rimane in mano
un numero di un incrementato.
Capire come fa ho provato invano.
Ma resto veramente incantato
dal passo per la terza direzione
che il numero di oggetti esce al quadrato!
Più uno, alla due, e clonazione,
il cubo per un pelo è un portento
se solo funzionasse a discrezione.
Purtroppo il mio unico lamento
che solo sui bracciali ha quest’effetto.
Se almeno questi fossero d’argento!
C’è anche un altro piccolo difetto
che i corpi non si posson separare
e il vincol che li lega è perfetto.
Se Marta s’imponesse a individuare
gli effetti perché non è stata attenta,
mi chiedo come si potrebbe fare.
Partendo da un bracciale solo tenta
di dir che direzion questa è da quelle
con minimi braccial, non mille e trenta.
Mi sa che ne vedremo delle belle.

Problema 7: Un cubo ha tre canali ortogonali

Le funzioni f , g e h sono x 7→ x + 1, x 7→ x2 e x 7→ 2x in qualche
ordine. Qual è nel caso peggiore il minimo valore finale che si ottiene
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applicando le funzioni in modo composto, partendo da x = 1, fino a
capire come sono ordinate?

Di pezzetti di carta

La vera ragione non la so, però il libro che avevo tra le mani l’avevo già
comprato, era a casa in una libreria. Non lo avevo ancora letto. Anche la
mia copia l’avevo comprata in un mercatino dell’usato, e non vedo perché
perdere tempo in un negozio per dedicare attenzione a qualcosa che ho già.

Dentro quel libro, che il caso ha voluto farmi sfogliare, ho trovato tre
pezzi di carta. Il primo è un foglio staccato da un quadernetto delle scuole
elementari, formato A5, con un breve testo scritto con calligrafia infantile e
riguardante la Mesopotamia. Io mi immagino il bambino descritto da Pennac
in Comme un roman, con penna nel pugno chiuso e lingua stretta tra i denti
per lo sforzo di scrivere. A chi è rivolta l’attenzione di questo bambino,
ai simboli che l’inchiostro lascia sulla carta o ad un posto e ad un tempo
indistinguibili dalla finzione letteraria? Chi era quel bambino, quando ha
scritto?

Il secondo reperto è una cartolina spedita da Londra da una coppia di
fratelli ai genitori. Sono arrivati, hanno trovato alloggio e va tutto bene. La
foto sul dorso mostra il Big Ben, quello che chi lavora al St Thomas’ Hospital
vede quando finisce il turno. La foto è manifestamente vecchia, e la data è 24
ottobre 1979. Quella data, quelle persone e quelle situazioni, che comunque
non conosco, mi preesistono di due anni.

Figura 2.20: Quindici numeri.

Per ultimo, un foglietto molto particolare. Sarà stato grande grosso modo
come un francobollo. Con una matita non troppo appuntita c’era disegnato
un 1. Più piccolo, ai due lati di questa cifra e un po’ più in basso, c’erano
scritti i numeri 2 e 3. Sotto questi, ancora più piccoli, si leggono i numeri 4 e
5 sotto il 2, e i numeri 6 e 7 sotto il 3. Andando avanti cos̀ı, numerando pro-
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gressivamente, ogni riga contiene il doppio dei numeri della riga precedente.
Contando anche quella con l’1, c’erano complessivamente 64 righe.

In tutto, sul foglietto, c’era un numero per ogni chicco di riso sulla famosa
scacchiera che l’inventore del gioco degli scacchi chiedeva in regalo al re.

Figura 2.21: Esempio di uno dei percorsi se le righe fossero solo 4.

C’è esattamente un percorso solo che collega un numero dell’ultima fila
con il grosso 1, visto che ogni numero ha sopra di sé esattamente un numero
della riga soprastante. Se sommiamo tutti i numeri che compongono questo
percorso, includendo il numero dell’ultima riga e l’1, otteniamo un certo
numeretto.

Se ripetiamo per ogni numero dell’ultima riga, otteniamo un po’ di nume-
retti, che sommiamo tutti insieme. E a questo punto facciamo che dividere
in parti uguali il risultato tra Chiara, Lorella e Marta. Quanto resta per me?
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Problema 8: Di pezzetti di carta

In un albero binario perfetto alto 63 numeriamo i nodi in sequenza: 1
per la radice, 2 e 3 per i nodi di primo livello, 4, 5, 6 e 7 per i nodi
di secondo livello e cos̀ı via. Qual è il risultato della divisione per 3
della somma di tutte le somme dei nodi, estremi inclusi, dei percorsi
che collegano ogni nodo foglia alla radice?

Un piccolo quadrato

Senza mai staccare la penna dal foglio e senza mai passare due volte sullo
stesso segmento, Chiara disegna una figura come questa:

Figura 2.22: Quanti triangoli sono visibili in figura?

Il quadrato, che per esigenze sceniche è stato un po’ ruotato, ha lato lungo
esattamente un anno luce, ed è qui riprodotto in scala 1 : 1017.

Ogni lato del quadrato è diviso in n parti di pari lunghezza uguali. Ecco
cosa succede per n = 10:

Chiara colora con i pennarelli i triangoli che hanno la base sui due lati a
sinistra del quadrato.

Se sottraiamo mele con pere, dove per mele si deve intendere in questo
caso l’area dei triangoli espressa in anni luce al quadrato e per pere il numero
di questi triangoli, otteniamo un numero che è... un quadrato! Quante punte
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Figura 2.23: Modestamente verde.

triangolari ha disegnato Chiara, sapendo che ne ha disegnate il minor numero
possibile ma comunque più d’una?

Problema 9: Un piccolo quadrato

Partendo da un vertice, numerato con 0, di un quadrato di lato n si
individuano 4n punti sul perimetro a intervalli regolari. La spezzata che
unisce i punti 4n−1, 1, 4n−2, 2, . . . determina con due lati consecutivi
del quadrato, a partire dal vertice 0, b triangoli di area totale a. Qual
è il minor n > 1 per il quale a− b è un quadrato?

Corporazione CLM

Se mi ricordo come è iniziata? E come potrei non ricordarmi? Sembra
incredibile, ma c’era un momento in cui la Corporazione CLM, l’ubiquo e
pervasivo motore di intrattenimento totitematico che tutti conosciamo, un
momento dicevo in cui non aveva neppure uno straccio di frequenza quanto-
psichica.

Sono passati tanti anni, quasi trenta, ed è difficile immaginarsi com’era
il mondo prima del Grande Stallo. Già improbabile, impossibile, folle che
noi esistiamo. Tanto più da quando hanno scoperto che tutte le forme di
vita esistenti a base di carbonio e a base di silicio si trovano esclusivamente
sulla Terra. E questa pazzia è resa tanto più sconsiderata se si pensa che noi
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Figura 2.24: Eukleides con post-processing in R sull’eps. Forse un po’ nerd...

nel mondo diventavano sempre più dipendenti da un progresso tecnologico
sfrenato, a sua volta sostenuto dal consumo di tutte le risorse del pianeta.

Quali erano le probabilità, mi domando, che questa dipendenza e questo
consumo arrivassero a compensarsi a vicenda, permettendoci di non sprofon-
dare? Eppure cos̀ı è stato. La tanto attesa e temuta Singolarità si è alla
fine verificata appena in tempo per salvarci dal Picco del petrolio! Quando
le macchine hanno iniziato a programmarsi da sole hanno anche trovato il
modo di svincolare loro e noi dall’estrazione petrolifera, ormai contropro-
ducente. Purtroppo è al di fuori delle nostre possibilità comprendere come
hanno fatto.

Non riusciremo mai a capire il loro metodo, del tutto privo di un piano
generale, come avremmo fatto noi, ma basato su nanometriche previsioni di
interminabili catene di causa-effetto.

Sto divagando, e queste cose le sanno tutti, e tutti sanno il ruolo fon-
damentale che ha avuto la Corporazione CLM nel processo. Soldi. La più
gigantesca multinazionale della storia ha investito un patrimonio senza prece-
denti per permettere la salvezza dell’uomo. Devo dire di essere fiero di avere
avuto, almeno in parte, il merito. Nessuna compagnia di servizi, industriale,
stato o addirittura intero continente avrebbe potuto contribuire in tal modo.
E pensare che c’è stato chi si è opposto a questo gigantismo.

All’inizio di CCLM, e sembra preistoria, mi occupavo solo di giochi mate-
matici. Le mode, si sa, sono imprevedibili e il successo ha presto moltiplicato
da un lato l’offerta - libri, mazzocchi, puzzle, composizioni in polistirolo - e
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dall’altro i guadagni. Da piccolo progetto individuale è nata una prima minu-
scola impresa in folgorante espansione. Il ritmo vertiginoso di crescita ci ha
portato nel giro di pochi anni ad essere già abbastanza grandi per acquisire
la Rubik’s e la Nikoli. Dopo i giocattoli siamo passati alla musica, e in rapida
successione la CCLM dominava un mercato dopo l’altro. Ricordo ancora il
giorno in cui abbiamo comprato mezza Bollywood.

Naturalmente avevamo le autorità antitrust dei vari paesi col fiato sul
collo, ma questo problema si è risolto da sè quando si sono coalizzate contro
di noi e, unendosi insieme, sono implose.

Anche questa storia mi sa che è ben nota. Prima ancora? I ricordi si fanno
confusi. I primi anni ricordo che ero da solo a riempire di scarabocchi una
vecchia agenda dopo l’altra, sfornando problemi di matematica che giudicavo
ricreativa. Era infatti un’attività che mi piaceva molto. Per prima cosa
vedevo un qualche arabesco di inchiostro, un oggetto usuale o sconosciuto,
un ornamento, o leggevo un articolo di enciclopedia, un saggio, un romanzo,
o andavo in vacanza, o non ci andavo, e ad un tratto mi immaginavo di poter
misurare o contare qualcosa.

Figura 2.25: Parallele fallite.

Per esempio disegno delle righe verticali, lunghe e parallele. Cosa potrei
farci? Ah, carino: se le unisco accoppiandole in modo arbitrario, essendo
molto lunghe, non è chiaro dall’altra estremità quale è legata con quale. Che
farne?
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Iniziavo a pensare al problema nei ritagli di tempo che il mio lavoro
precedente mi lasciava, elaborandolo in pausa pranzo, o nel tragitto tra casa
e ufficio. O in coda al mercato, comprando poi una scamorza intera al posto
di mezza con conseguenti urla di Lorella in merito. O sotto la doccia, o
correndo al parco, o con la testa sul guanciale, o in treno.

Ad un certo punto spuntava una domanda interessante. Dato un numero
pari di oggetti, in quanti modi si possono dividere in coppie? Facile anche
senza conoscere già la formula, visto che il mio obiettivo era il ragionamento
e non il nozionismo, ma forse un po’ troppo scontata.

Nello stesso tempo pensavo a come ambientare il problema, a come poterlo
descrivere sperimentando stili diversi, vincoli, variazioni sul tema. Strizza-
vo l’occhio all’autoreferenzialità, al nonsenso, alle capre esiziali. Quello di
scrivere era per me un altro passatempo divertentissimo. Mi annotavo frasi,
situazioni, parole. Pensavo a Chiara con un mazzo di gambi di fiori in mano,
con le radici legate a coppie.

Sono i cordini, quelli che si legano. E se da una estremità i cordini sono
legati a coppie, dall’altra parte si può fare altrettanto scegliendo a caso una
coppia alla volta in modo casuale uniforme. Cosa succede? A volte si formano
più laccetti separati, a volte otteniamo un solo circuito chiuso che collega tutti
i cordini. Contare in quanti casi questo succede non è troppo complicato.

I problemi sui problemi nascevano quando il tempo passava e non riusci-
vo a pubblicare. In questi casi la domanda iniziale si complica, muta perché
avevo modo di tornare a pensarci. Trovavo formule alternative, guardavo la
sequenza in funzione del numero di cordini, scrivevo la formula per ricorren-
za, calcolavo il limite delle probabilità al divergere del numero dei cordini.
Rischiavo a volte di passare ad altro dimenticandomi dei calcoli fatti. Forse
è successo più volte, ma non ho modo di saperlo.

Però, estremamente interessante la formula per ricorrenza! Allora entra
in scena Marta che mostra le estremità libere di tot cordini. Un tot pari,
naturalmente. Le estremità nascoste sono legate a due a due. Tenendo chiusi
nel pugno i cordini per il centro, accoppia le estremità libere scegliendo a
caso. Aprendo il pugno ha una certa probabilità di ottenere un’unica collana
di cordini. Se i collini fossero stati un po’ di più, questa probabilità sarebbe
stata 56

65
volte quella calcolata. Quanti cordini ha in pugno?

A pensarci, la collana di cordini potrebbe non essere topologicamente
equivalente ad un cerchio ma potrebbe essere annodata. Consideriamo solo
un circuito chiuso, a prescindere dalla forma.

Sarò andato avanti seguendo questa impostazione sconclusionata e senza
meta fino al 2013, o al 2023, qualcosa del genere, e prima di fondare la CCLM
sono passato per un periodo abbastanza lungo a fare dadi. O viti.
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Figura 2.26: Trova l’intruso.
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Problema 10: Corporazione CLM

I capi destri di n cordini sono legati a due a due. Scegliendone casual-
mente in sequenza e legando a coppie i capi sinistri si ottiene un unico
circuito chiuso con probabilità p, mentre aggiungendo un certo numero
di cordini la probabilità è 56

65
p. Quanto vale n?

Idee Stilizzate

Finché rimangono inespressi, i pensieri restano nella testa in uno stato fluido.
Un amalgama di ragionamenti misti a sensazioni ed emozioni, con compo-
nenti visive, uditive e in movimento. Le parole sono un po’ come una batteria
di scatole delle dimensioni e forme più diverse, e che usiamo per trasferire i
pensieri da e al nostro cervello, con tutte le limitazioni che comporta la scelta
di alcuni pacchi piuttosto che altri, alcuni troppo grandi, o troppo piccoli, o
non imballati a sufficienza.

Le parole sono astrazioni che ricombinano all’infinito un alfabeto di po-
chi suoni, con il risultato di essere uno strumento di comunicazione molto
efficiente. Tuttavia le parole di una lingua non hanno carattere universale,
e anche per chi parla la lingua l’effetto di un vocabolo è condizionato alla
sua conoscienza. Una delle possibili affascinanti alternative è di usare dise-
gni più o meno concreti e di immediata comprensione: non è forse vero che
un’immagine vale più di mille parole?

Ci si accorge subito che l’idea, se pur accattivante, non ci porta lontano.
Il verbo “salvare”, rappresentato da un dischetto che i computer non leggono
neanche più, è l’uso di un simbolo astratto che si deve imparare a riconoscere.
Lo stesso per un cuore stilizzato che indica il verbo “amare”. Come si ci
riferisce allora direttamente alla parola “cuore”? Aggiungere tratti su tratti
complica le cose. Chi l’ha fatto si è ritrovato con migliaia di ideogrammi di
comprensione certamente non universale, altrimenti tutti saprebbero leggere
il giapponese.

Le tasse

C’è un piccolo libro scritto da De Bono, autore noto tra l’altro per il
pensiero laterale, in cui sono rappresentati disegni dai tratti minimali che,
una volta raccontati, trasmettono idee articolate. Il libro si intitola Atlas of
management thinking e contiene alcune immagini davvero inveressanti.

A volte mi piace provare a rappresentare qualche idea in modo simile. Ad
esempio, riporto quattro immagini relative all’esaltante mondo delle tasse.
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Figura 2.27: Con la consulenza di affermati economisti.

A sinistra c’è un semplice rettangolo, che non dice assolutamente nulla
fino a quando non lo chiamo base imponibile. Può essere il reddito dell’anno,
o un acquisto, o in generale qualcosa tassato.

La seconda immagine rappresenta il rettangolo con una bella porzione
ombreggiata. Ecco, quelli sono soldi che non vedremo mai più perché se ne
finiscono in tasse.

E adesso viene il bello. Le altre due immagini mostrano le due possibilità
di pagare meno tasse. Quando c’è una detrazione fiscale, una parte di quanto
pago viene abbuonata e non si paga più. Quando invece c’è una deduzione
fiscale, ai fini del calcolo delle tasse, si riduce la base imponibile.

Le rappresentazioni schematiche contengono ovviamente solo alcuni aspet-
ti di un’idea, tralasciandone altri. La loro utilità è soggettiva.

Ambiguità dei simboli

Quello che abbiamo fatto nell’esempio del rettangolo, è stato di caricare
un semplicissimo simbolo di un significato nuovo. Può succedere che uno
stesso simbolo rappresenti più significati, cos̀ı come succede per molte parole.

L’ambiguità che ne deriva è sfruttata in una interessante immagine ab-
bastanza nota, proveniente forse dal libro GEB. Si tratta delle lettere in
stampatello maiuscolo A, B e C scritte in modo da risultare composte cia-
scuna da due segni. La B ha una barra verticale e, separatamente, le due
gobbe. Nella stessa immagine, sopra la B, c’è scritto il numero 12 e sotto il
numero 14, con conseguente ambiguità del simbolo B che può essere confuso
per un 13, o viceversa.

Piuttosto che riprodurre l’immagine, preferisco crearne una simile basata
sulla stessa idea.

L’immagine è molto carina, ma si può fare ancora di meglio. Sarebbe
stato meno elegante togliendo la z, e di togliere il + non se ne parla. Al
limite si poteva trascurare la w. I problema è che non rimaniamo mai con lo
sviluppo di un dado. Ah, ma incrociare parole sui dadi s̀ı che è divertente!

Tre dadi

Ecco tre proposte. La prima si basa sulla doppia lettura della Z e della N .
E’ possibile leggere le parole inglesi “ONE MAZE”, cioè, in modo abbastanza
appropriato, “un labirinto”.
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Figura 2.28: Trova la x.

Figura 2.29: Lettura abbastanza naturale.
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Nel secondo dado si legge ∀ε∃δ, che è la nota filastrocca con cui inizia
la definizione di limite, mentre in un altro senso, riutilizzando capovolti i
simboli ∀ e ∃, si può leggere “MATE”, il tenero nomignolo per una delle
nostre materie preferite. La parola “MATE” si può leggere guardando la
faccia δ a rovescio, e inclinando un po’ il dado in modo da mostrare in senso
antiorario una dopo l’altra le quattro le facce laterali.

Figura 2.30: Lettura un po’ artata.

Dulcis in fundo, nell’ultimo dado si può leggere “I <3 U VICE”, cioè “io
♥ te, vizio”. Naturalmente non intendo alcun vizio in particolare, men che
meno quello di usare slang di internet. In questa soluzione, il simbolo di
minore e la “u” si leggono come una “v” e come una “c” una volta ruotati.

Aspetto altre proposte!

Un insieme di cose

C’è ancora una figura, in realtà la prima che ho raccolto sul tema.

Nessuno a cui l’ho proposto ha saputo dirmi cosa rappresentano le no-
ve immagini, ma qualcuno c’è andato vicino. Ecco parecchi indizi: sono 9
parole singole; solitamente sono raccolte nell’ordine presentato, leggendo da
sinistra a destra e dal basso verso l’alto: la disposizione a quadrato è solo per
motivi di spazio; la prima immagine è forse la più difficile da interpretare,
rappresentando solo un possibile significato della prima parola; le ultime due
parole sono sinonimi, c’è solo una differenza di forma; non rappresentano una
“storia” da leggersi in sequenza; le parole sono italiane, comuni, ma indivi-
duare che sono tutte e sole e in quest’ordine dipende se le si sono studiate a
scuola oppure no. Qualcuno potrebbe arrivarci.
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Figura 2.31: lol

Figura 2.32: Cosa sono?
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Una torre a strati

Anche per il 2013 è partito a Torino il ciclo di incontri Gioved̀ıScienza. Una
volta a settimana, un’ora al teatro Colosseo per sentire parlare dal vivo di
diversi temi scientifici. Lo scorso gioved̀ı, Caramelli ha raccontato dell’opera
di prevenzione della diffusione dei batteri in quello che mangiamo a opera
dell’Istituto Zooprofilattico. La settimana prima, Higgins ha trattato di grafi
anche come modelli per descrivere le reti sociali.

Non solo l’ingresso è libero, ma si può anche assistere in diretta streaming
o guardare con tutta comodità su Internet il video in un secondo tempo.
Davvero un ottimo modo per stimolare un po’ i neuroni.

Sul palco, l’arredamento prevede un tavolinetto particolare su cui poggia
il portatile per la presentazione. In stile col fondale, il tavolo è composto
da quattro pallet appoggiati l’uno sull’altro ma alternativamente ruotati. E’
come prendere un cubo di Rubik 4× 4× 4 e dare un ottavo di giro al primo
e al terzo strato.

Figura 2.33: Un solido bellissimo ma senza sviluppo planare.

E’ facile mentalmente pensare ad un numero arbitrario di strati. Con uno
strato solo possiamo pensare ad un cubo, quindi con 6 facce tutte quadrate.
Due strati formano un solido con 8 facce laterali quadrilatere, 8 triangoli di
raccordo e 2 facce quadrate alle basi.
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Figura 2.34: I tavoli normali hanno pochi spigoli su cui sbattere ginocchia e
alluci.
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Scegliamo a caso una faccia, in modo che nessuna sia più probabile di
un’altra. La prescelta ha 3 o 4 lati. Continuando per molto tempo a pescare
a caso facce dal solido, vediamo che in media il numero di lati per faccia è
minore di 3.4. Qual è il minor numero di strati per cui ciò è possibile?

Figura 2.35: Teorica fattibilità del tramezzino con 8 strati di farcitura.

Problema 11: Una torre a strati

In una torre di n cubi si ruotano di 45 gradi attorno all’asse verticale
quelli nelle posizioni pari. Scegliendo uniformemente una faccia dal
solido cos̀ı ottenuto si hanno in media meno di 3.4 lati. Quanto è n al
minimo?

Quanto più intelligenti?

Il Mensa è un’associazione internazionale nata con lo scopo di mettere in
contatto persone che hanno una cosa in comune: un’intelligenza fuori dal
comune.
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Sia chiaro che il quoziente intellettivo, cos̀ı come misurato dagli appositi
test destinati ad autorizzare l’iscrizione all’associazione, fornisce un’indica-
zione solo su alcune delle molteplici sfaccettature dell’intelligenza umana.
Per fare solo un esempio, intelligenza spaziale s̀ı, intelligenza emotiva no.

Il quoziente di intelligenza è un carattere umano che, come spesso capita
anche per i caratteri umani, si può pensare essere distribuito normalmen-
te. In termini elementari, ciò significa che la maggior parte delle persone
ha un’intelligenza media, mentre sono via via più rari i casi di eccezionale
intelligenza o mancanza della stessa. Se sembra tutto tautologico, è proprio
perché quella normale è una distribuzione naturale.

Figura 2.36: Din don dan.

I quozienti della popolazione o di un campione possono essere standar-
dizzati togliendo a ciascuno il quoziente medio e dividendo questa differenza
per la deviazione standard. Dopo averli cos̀ı processati, i quozienti avranno
una distribuzione normale standard, con media 0 e varianza 1. La funzione
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che descrive questa distribuzione è la famosa

f(x) =
1√
2π
e−

x2

2 ,

che sarà per affetto personale, ma è una bella funzione, con la e, il π, la
radice quadrata... E il grafico è la celebre campana.

Questa funzione di densità continua si usa per calcolare la probabilità che
un individuo abbia un’intelligenza compresa in un intervallo tra un valore
minimo a e un valore massimo b, calcolando l’area sotto la curva a campana∫ b

a

f(x)dx.

Figura 2.37: L’area grigia non rispetta le proporzioni, ma la curva adesso s̀ı:
è molto più schiacciata di una vera campana.

Tornando al Mensa, scopriamo che l’associazione ammette solo il 2% delle
persone più intelligenti. Esiste dunque una soglia τ di accettabilità tale per
cui ∫ ∞

τ

f(x)dx = 0.02.

Per la distribuzione di cui stiamo parlando, altrimenti detta Gaussiana, τ è
di poco più grande di 2, ma il valore vero non importa.

Prendiamo adesso una persona a caso tra quelle che potrebbero iscriver-
si all’associazione, a prescindere dalla loro pigrizia, che è un altro carattere
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umano normalmente distribuito, a prescindere dall’interesse, dalla disponi-
bilità economica, dai buoni propositi, dalla paura di non passare il test, la
volpe e l’uva, dalla sfiducia nel test stesso, di cavoli e di re.

Prendiamo anche una persona a caso tra quelle che non passerebbero il
test, o che l’hanno già fatto e non l’hanno passato.

La differenza tra le intelligenze di queste due persone, in media, è mag-
giore o minore di 51 volte f(τ)?

Problema 12: Quanto più intelligenti?

Sia X ∼ N (0, 1) e indichiamo con fX e FX le funzioni di densità e di
ripartizione. Se z = F−1X (0.98) e ∆ = E[X | X > z] − E[X | X ≤ z],
cosa è maggiore, ∆ o fX(z) · 51?

5 = 6, una dimostrazione visuale

Un rettangolo è diviso in due da una diagonale, sulla quale indichiamo un
punto.

Figura 2.38: pronti

Usiamo il punto come vertice di due rettangoli allineati al rettangolo di
partenza. Questi due rettangoli hanno la stessa area.

L’affermazione può essere più o meno intuitiva, a seconda dell’esperienza
personale. Una dimostrazione abbastanza dettagliata potrebbe partire chia-
mando a e b le dimensioni del rettangolo, e (x, y) le coordinate del punto. In
questo modo il rettangolo al di sotto della diagonale avrà dimensioni a− x e
y, mentre quello di sopra avrà dimensioni x e b− y.

Nella parte bassa della figura, i due triangoli rettangoli che hanno il punto
in comune sono simili. Il rapporto tra i cateti corrispondenti è lo stesso, vale
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Figura 2.39: partenza

Figura 2.40: via
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a dire
x

a− x
=

y

b− y
,

da cui (a− x)y = x(b− y). I nostri due rettangoli hanno in effetti la stessa
area.

Qualcuno propone una dimostrazione più intuitiva, che Euclide avrebbe
apprezzato. La diagonale taglia il rettangolo dato in due parti di uguale area.
Allo stesso modo i triangoli rettangoli di cui sopra sono presenti da entrambe
le parti della diagonale. Ne scende che, per completare le due parti in cui
è diviso il rettangolo, servono due figure di ugual area, quale è il caso dei
nostri rettangoli.

Applicando ora il nostro risultato ad un caso concreto, ecco come corol-
lario una dimostrazione visuale della verità matematica 5 = 6:

Figura 2.41: Per la dimostrazione che 6=5 basta capovolgere la testa.

Due considerazioni per concludere. La prima è che la rappresentazione
grafica è un utilissimo strumento per consolidare la comprensione e aiutare la
memoria ma, come appena esemplificato, non conviene mai affidarsi ad una
argomentazione visiva senza le necessarie fondamenta logiche, in particolare
la verifica delle ipotesi. La seconda considerazione è inversa. Se affidandoci
ad un disegno difettoso giungiamo ad una falsità, rischiamo di usarlo come
falso controesempio per smentire un risultato generale vero. Peccato.

Problema 13: 5 = 6, una dimostrazione visuale

Calcolo della superficie della sfera

“Come si calcola la superficie della sfera?”
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“C’è anche la rima... com’era? La superficie della sfera qual è? Quattro
terzi pi greco erre tre”.

Il supporto mnemonico ha un suo valore, da corredarsi però con il ragiona-
mento. Come direbbe Aristotele, e lo direbbe certamente, forse via Twitter,
è importante cercare un compromesso tra RAM e CPU.

Per capire che 4
3
πr3 si tratta di un volume, basta osservare che se il raggio

r della sfera è misurato in centimetri, allora r3 è misurato in centimetri cubici,
unità di misura, appunto, di volume. Per essere di aiuto, la differenza tra
superficie e volume deve scorgersi con abbagliante chiarezza.

Ma la domanda “come” è ambigua, arbitraria nell’estensione e nella pro-
fondità. E’ vero che dato il raggio di una sfera r misurato in centimetri,
il volume del solido è 4

3
πr3 misurato in centimetri cubici. Come si esegue

operativamente questo calcolo con una assegnata precisione comporta la co-
noscenza di un numero sufficiente di cifre decimali di π, della capacità di
usare un calcolatore manuale o meccanico per eseguire un algoritmo di mol-
tiplicazione, fidarsi del calcolatore, dell’algoritmo e dell’inserimento e lettura
dei dati di input e output. Sempre che il livello di precisione richiesto sia
coerente con il grado di approssimazione della realtà alla sfera ideale. Con
tutti questi sospetti, forse la sola cosa che non abbiamo ancora messo in di-
scussione è l’esattezza della formula stessa. A che pro, visto che ci interessa
la superficie?

Superficie della sfera dato il volume
Vogliamo trovare una funzione s(r) che restituisca la superficie di una

sfera di raggio r sapendo la formula V (r) del volume. La superficie è priva
di spessore, però potremmo immaginare la sfera come costituita da un’infi-
nità di superfici concentriche. In termini matematici, il volume della sfera
è la somma delle superfici di tutte le sfere concentriche contenute in quella
considerata: ∫ r

z=0

s(z)dz = V (r) =
4

3
πr3

Il volume è costituito da tutti i punti interni della sfera, ciascuno dei quali
appartiene alla superficie di una sola delle sfere concentriche di raggio al più
r.

Chiamiamo S(x) l’integrale indefinito di s(x), allora per il teorema fon-
damentale del calcolo integrale,∫ r

z=0

s(z)dz = S(r)− S(0)

solo che un punto non ha superficie, quindi s(0) = S(0) = 0, e allora S(r) =
V (r) e l’integrale definito è solo funzione di r. Derivando da entrambi i lati
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Figura 2.42: Modello a cipolla

abbiamo

S ′(r) = s(r) =
4

3
π · 3r2 = 4πr2,

ed è cos̀ı che siamo arrivati alla formula per la superficie della sfera.
Un’alternativa sfrutta la conoscenza della formula del cono. Immaginiamo

per semplicità la sfera cava, e accendiamo al suo centro una lampadina.
In ogni direzione si estende un cono di luce che illumina internamente la
superficie della sfera.

I coni di luce hanno tutti altezza r e volume B·r
3

, dove B è la base.
Ne possiamo considerare infiniti, di ampiezza infinitesima, puntati in tutte
le direzioni. Al divergere del numero dei coni, la somma S delle loro basi
infinitesime approssima la superficie della sfera e la somma dei loro volumi è
pari al volume della stessa, supposto noto. Dunque

S · r
3

=
4

3
πr3

da cui S = 4πr2.
Superficie della sfera altrimenti
Le relazioni viste tra superficie e volume funzionano anche in senso in-

verso, per ricavare questo da quella. Invece un modo diretto per calcolare
la superficie è di integrare su ogni possibile angolo α di latitudine (tra 0 e
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Figura 2.43: Uno spiraglio

π invece che tra 90 gradi nord e 90 gradi sud) la lunghezza del parallelo.
Intuitivamente è come ricoprire la superficie di tanti elastici accostati l’uno
all’altro.

Per la sfera unitaria, il parallelo “visto” dal centro sotto un angolo α ha
raggio sin(α), quindi in simboli

S =

∫ π

α=0

sin(α) · 2πdα = 2π [− cos(α)] |πα=0 = 4π,

che conferma il risultato già trovato.
Ingrandendo il raggio unitario di un fattore r, questa superficie cresce di

un fattore r2 ed il gioco è fatto. Inserire invece r direttamente nell’integrale
è più problematico perché nel risultato non compare r2. D’altra parte forse
dovremmo già ritenerci fortunati di aver trovato 4π.

Superficie della zona circolare
A parte questi dettagli, il procedimento di integrazione è sufficientemente

potente per calcolare la sola parte della superficcie di sfera compreso tra due
piani distanti h, cosa che non potevamo permetterci con i primi due metodi
visti.

Se a e b sono le distanze dal centro di due piani, dobbiamo per prima cosa
calcolare gli estremi di integrazione usando le formule trigonometrice inverse.
Facciamo dunque variare un angolo generico α tra arccos(b) e arccos(a),
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Figura 2.44: Pronto per la rotazione.

Figura 2.45: Vincolato
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mentre la formula da integrare è la stessa:∫ arccos(a)

α=arccos(b)

sin(α)2πdα = −2π [cos(arccos(a))− cos(arccos(b))] =

2π(b− a) = 2πh.

Questo risultato è sorprendente per almeno due buone ragioni. Uno, la
superficie della parte di sfera compresa tra due piani dipende unicamente
dalla loro distanza e prescinde dalla loro posizione. Due, questa superficie
corrisponde a quella della parte di cilindro che ha lo stesso diametro della
sfera, ortogonale ai due piani e tra essi compreso. Per una sfera di raggio r
questa superficie è 2πhr2.

Il problema
L’abside dell’ultima chiesa visitata è un vano che ha tutto l’aspetto di

essere la parte interna di un cilindro, e termina con una volta che è appros-
simativamente un quarto di sfera. Su questo spicchio grande un quarto di
sfera è rappresentato un cielo con nuvolette, angioletti e cos̀ı via.

Figura 2.46: Ti vedo

Questa volta contiene un cerchio di dimensioni massime con una raffigu-
razione di Cristo Pantocratore. Questa volta il cerchio ha sfondo dorato.

Per dimensioni massime intendiamo che il tondo parte dalla base della
volta, che è il punto di contatto tra cilindro e sfera, e finisce quando finisce la
volta dell’abside e inizia il soffitto della navata centrale, cioè nel punto più alto
della sfera. Qual è il rapporto tra la superficie della volta dorata e quella
azzurra? Nel caso bidimensionale, di cerchio inscritto in un semicerchio,
questo rapporto è 1.

Problema 14: Calcolo della superficie della sfera

Due piani ortogonali tagliano una sfera in quattro parti uguali. Qual è
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il rapporto tra la superficie del massimo cerchio disegnabile sul quarto
di sfera rispetto alla superficie del quarto non occupata dal cerchio?

Fiocchi di neve senza fronzoli

Non so se avete presente i numeri: ce ne sono tantissimi! Oggi ve ne presento
uno in particolare:

1√
2 +

√
2 +
√

2

.

Questo numero, nei paraggi di 0.5, non sembra avere nulla di specciale se
escludiamo l’innegabile eleganza.

E’ un numero irrazionale che si può calcolare velocemente con una mac-
china, e con una precisione a piacere. Già farlo a mano è un altro paio di
guanti.

Dove l’ho incontrato? Ogni tanto accompagno Chiara a correre lungo
il Po, e appesi fuori da un locale di via Ventimiglia, prima di arrivare al
parco, vediamo dei fiocchi di neve giganti fatti di polistirolo. Lei va sempre
a correre, io solo quando non piove, non fa troppo freddo, non c’è ghiaccio,
nebbia, o al contrario in primavera/estate/autunno quando fa troppo caldo.
Evito anche quando nevica, ma questi fiocchi non me li fanno passare. Sono
troppo pigro anche per accampare scuse credibili.

Ed è proprio nei fiocchi che salta fuori questo numero. O meglio, in
un adattamento con riga e compasso congeniato da Marta che dovrebbe
riprodurre convincentemente queste sagome.

Si parte da un cerchio e si individuano sulla sua circonferenza 16 punti
equispaziati. Due punti consecutivi sono uniti, tramite due segmenti paralleli,
ai due punti diametralmente opposti. Lo stesso si fa con le altre tre doppie
coppie di punti, in modo che i segmenti determinino quattro fasci che si
intersecano a 45 gradi.

Un fiocco è delimitato dalla spezzata chiusa che passa per i 16 vertici e
per le 16 intersezioni più esterne dei fasci. Se il raggio del cerchio è 1, il
nostro numero compare in figura un bel po’ di volte! Quali segmenti hanno
come lunghezza esattamente quel numero?

Vedere il numero è tutta un’altra cosa rispetto alla sola formulazione
algebrica. Ma è cos̀ı strano che in un cerchio saltino fuori radici di due inne-
state? Probabilmente no se si pensa, come ricorda saccentemente Marta, ad
una formula di Viète che calcola due pigrechesimi come produttoria infinita
proprio di radici di due innestate. Per la precisione:
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Figura 2.47: Altro che ottagoni.

Figura 2.48: Il fiocco come spezzata chiusa.
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Figura 2.49: Ingranaggi.

2

π
=

√
2

2
·
√

2 +
√

2

2
·

√
2 +

√
2 +
√

2

2
· . . .

Qual è l’area di un fiocco di neve? L’agguerrita Marta afferma che, usando
la formula di Viète arrestata ai primi tre termini come approssimazione di
2
π
, sia possibile determinare se l’area del fiocco è maggiore o minore del 75%

dell’area del cerchio, e mi somministra un dose stordente di trigonometria e
algebra. Forse la prossima volta accompagno Chiara a correre.

Problema 15: Fiocchi di neve senza fronzoli

Siano i = 0, . . . , 15 dei punti equispaziati sulla circonferenza unitaria
e si traccino i rettangoli formati dai punti k, k + 1, k + 8 e k + 9 per
k = 0, 2, 4, 6. Qual è l’area dell’unione dei 4 rettangoli? E’ maggiore o
minore di 3

4
π?

Pacchetti

La piazza davanti al municipio di Torino ospita qualche volta un’installazione
artistica composta da innumerevoli pacchetti appesi a corde che attraversano
la piazza da una parte all’altra. I pacchetti compaiono per Natale, e qualche
volta anche in altri mesi dell’anno. Proprio in questi giorni li hanno tolti.
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Figura 2.50: Un cubo, quanto tempo.

Pacchetti innumerevoli per modo di dire perché, come ha subito notato
Marta che li vede ogni giorno andando al lavoro, sono ordinatamente disposti
in 8 file e 8 colonne di blocchi di pacchetti disposti a rettangoli di 6 righe
per 4 colonne. I blocchi sono costituiti da pacchetti di colore omogeneo, e si
alternano a scacchiera blocchi di pacchetti blu e blocchi rossi.

Marta si affretta a piedi, un occhio all’orologio in cima al Palazzo Civico
alle spalle della statua del Conte Verde, un occhio ai pacchetti, il sole alle
sue spalle.

“In tutto ci sono 8 · 8 · 6 · 4 = 4 · 8 · 8 · 6 pacchetti”, i suoi pensieri si
muovono lentamente, intirizziti dal sonno. “Dunque, 4·8 = 22 ·23 = 25 = 32”,
parallelamente una parte del suo cervello mette in discussione i suoi stessi
calcoli, e si sforza di seguire l’abituale percorso mattutino. “Poi si potrebbe
fare 8 · 6 = (7 + 1)(7− 1) = 72− 12 = 48”. Calcola poi, sempre mentalmente,
32 · 48 = 1536, visto che la tabellina del 48, per fortuna, non l’ha ancora
dimenticata... E 1536 è molto meno che innumerevole.

I pacchetti sono piacevoli a vedersi. Sono cubi allineati, tutti grandi
uguali. Di ciascuno, le facce laterali sono suddivise verticalmente in due:
la metà di destra bianca, quella di sinistra blu o rossa. Non è però un
problema geometrico quello che elabora Marta più tardi, in un’ora meno
intellettualmente sfidante.

Immaginiamo di voler invertire la posizione dei colori. Una mossa valida
consiste nel prendere due pacchetti vicini in orizzontale o verticale e di cam-
biarli di posto. Il campo di gioco è modale, quindi un cubetto della prima
riga può scambiarsi di posto col corrispondente cubetto dell’ultima, cos̀ı come



60 CAPITOLO 2. PROBLEMI

Figura 2.51: Sempre e solo pacchetti.

possono scambiarsi di posto due cubetti di una medesima riga appartenenti
alla prima e all’ultima colonna.

Quante mosse al minimo sono necessarie perché in ogni posizione origina-
riamente occupata da un pacchetto blu ci sia un pacchetto rosso e viceversa?

Lascio la versione non modale come difficile problema aperto. Il caso di
2 · 2 blocchi ciascuno 2 · 2 presenta già qualche sorpresa.

Problema 16: Pacchetti

Ogni punto (a, b) con a tra 0 e 47 e b tra 0 e 31 è rosso se (−1)b
a
6
c+b b

4
c =

1, blu altrimenti. Una mossa consiste nell’invertire i colori di due punti
(a, b) e (c, d) tali che a = c e |b − d| ∈ {1, 31} o tali che b = d e |a −
c| ∈ {1, 47}. Quante mosse sono necessarie per invertire la colorazione
iniziale dei punti?

Più amici di quanti ne hai te

Le reti sociali esistono da sempre ma la traduzione inglese della locuzione
è ormai carica dello specifico riferirsi alle piattaforme informatiche che col-
legano le persone attraverso il web. Come diceva un filosofo, un mondo di
solitudini legate via Internét.

L’uso di questi strumenti non è privo di rischi, alcuni peculiari delle reti
virtuali, altri comuni alle reti sociali tradizionali. Ad esempio, potrebbe
essere causa di emozioni negative constatare che i tuoi amici hanno, in media,
più amici di te. A parte il tuo caso, questo è mediamente vero per i membri
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di ogni rete. Vediamo due dimostrazioni per due diversi modi di interpretare
quel “in media”, per adesso troppo vago.

Da un articolo di sociologia
Nell’articolo intitolato Why your friends have more friends that you do,

scritto nel ’91 da Scott Feld, il fenomeno è stato riscontrato tra i legami
di amicizia degli studenti di una scuola. Per fissare le idee, traduciamo nel
linguaggio della teoria dei grafi le considerazioni dell’autore. Un grafo è un
modello molto comodo per le reti di amicizia: comprende un insieme V di
vertici, che chiamiamo u, v, ecc, che in questo caso rappresentano singoli
studenti, e un insieme E di archi, come (u, v), che indicano amicizia tra u e
v.

Figura 2.52: Un nodo u con deg(u) = 3.

Il numero di archi che partono dal vertice v è indicato con deg(v). Nel
nostro caso, deg(v) rappresenta il numero di amici di v. Quanti sono, in
tutto, gli amici di amici? Lo studente u ha deg(u) amici. Questi sono amici
di amici per ognuno di questi deg(u), per un totale di deg(u)2. Sembra uno
scioglilingua, quindi facciamo un caso concreto: u è legato ad a, b e c, quindi
deg(u) = 3. Questi 3 individui sono amici di u, che a sua volta è amico di
a, di b e di c, quindi la presenza di u apporta al grafo ben 9 amici di amici.
L’amicizia è riflessiva, e ogni nodo è amico di un suo amico.

Considerando tutti i nodi, in totale ci sono
∑

u deg(u)2 amici di amici,
avendo indicato con

∑
u la somma estesa a tutti i nodi del grafo. Per i nodi

dello stesso grafo ci sono in tutto
∑

v deg(v) amici, che si spartiscono questi
amici di amici. Ne concludiamo che∑

u deg(u)2∑
v deg(v)

è la media degli amici posseduti da ogni amico. Vediamo come questo numero
non può essere minore della media degli amici posseduti da ogni nodo.
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Indichiamo con |V | il numero totale di nodi del grafo e con X la variabile
che rappresenta il numero di vicini di un nodo. Il termine vicino è più tecnico,
ma da qui in avanti lo usiamo in modo intercambiabile con quello di amico.
Il numero medio di vicini è dato dal rapporto tra il numero totale dei vicini
e il numero dei nodi,

µ(X) =
1

|V |
∑
v

deg(v).

Ricordiamo che la varianza di una variabile può essere calcolata come
differenza tra la media dei quadrati della variabile e il quadrato della media.
La varianza di X è

σ2(X) = µ(X2)− (µ(X))2 =
1

|V |
∑
u

deg(u)2 − (µ(X))2 .

Dividendo per µ(X), operazione valida perché per un grafo con almeno un
arco il numero medio di amici per nodo è strettamente positivo, abbiamo

σ2(X)

µ(X)
=

1
|V |
∑

u deg(u)2

1
|V |
∑

v deg(v)
− µ(X)

e dunque la media degli amici degli amici è una funzione della media e della
varianza degli amici, cioè∑

u deg(u)2∑
v deg(v)2

= µ(X) +
σ2(X)

µ(X)
.

La varianza di una variabile è un un numero nonnegativo, e quindi∑
u deg(u)2∑
v deg(v)

≥ µ(X).

In questo senso, in media, i vicini di un nodo hanno più vicini di quanti ne
abbia il nodo stesso.

Dalla pigrizia nel reperire la fonte
Prima di leggere l’articolo di Feld ho provato a immaginarmi cosa volesse

dire l’affermazione sugli amici di amici. Presento quindi un’interpretazione
alternativa e relativo tentativo di dimostrazione.

Prima di iniziare, torniamo un secondo alla media dei vicini, calcolata
con 1

|V |
∑

v deg(v). La sommatoria conta ogni arco (u, v) del grafo due volte,
perché attraversato una volta partendo da u e una partendo da v. Questo
fatto, noto come il lemma delle strette di mano, ci permette di scrivere

1

|V |
∑
v

deg(v) = 2
|E|
|V |

.
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Figura 2.53: Il nodo v e un nodo u ∼ v.

Il nodo v ha deg(v) amici. Indicando con u ∼ v il generico nodo u amico
di v, il numero totale e medio degli amici di amici di v è rispettivamente∑

u∼v deg(u) e
∑

u∼v
deg(u)

deg(v)
. Sommando tutte le medie e dividendo per il

numero di nodi si ottiene la media del numero medio di amici di amici.
Terribile. Eccola:

1

|V |
∑
v

∑
u∼v

deg(u)

deg(v)
.

Stiamo sommando il rapporto
deg(u)

deg(v)
per ogni coppia ordinata di nodi v e

u ∼ v, quindi alternativamente possiamo considerare le coppie non ordinate
che costituiscono gli archi del grafo, e per ognuna di queste sommare due
rapporti invertendo i ruoli dei nodi:

1

|V |
∑
v

∑
u∼v

deg(u)

deg(v)
=

1

|V |
∑

(u,v)∈E

(
deg(u)

deg(v)
+

deg(v)

deg(u)

)
.

Adesso, tanto per introdurre un po’ di varietà alla nostra vita quotidiana,
usiamo la disuguaglianza aritmetico-geometrica, nella sua forma che dice che
se x e y sono numeri positivi, allora x + y ≥ 2

√
xy. Usando per x e y i due

rapporti, il cui prodotto è convenientemente uguale a 1, si ha che per ogni
addendo della sommatoria

deg(u)

deg(v)
+

deg(v)

deg(u)
≥ 2

e siamo cos̀ı giunti a dire che

1

|V |
∑
v

∑
u∼v

deg(u)

deg(v)
≥ 2

|V |
∑

(u,v)∈E

1 = 2
|E|
|V |
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perché ora la sommatoria conta semplicemente il numero di elementi di E.
L’ultimo valore a destra, come visto, corrisponde alla media dei vicini, e
abbiamo cos̀ı provato la tesi.

Una conclusione e un problema
Le due definizioni di numero medio di amici degli amici non sono iden-

tiche, perché non è lo stesso fare la media di rapporti o fare il rapporto tra
numeratore e denominatore medi. Sono tuttavia abbastanza simili e cattu-
rano entrambe una proprietà, quella di essere almeno pari al numero medio
di amici per nodo, che è valida per tutti i grafi e per tutte le reti, sociali e
non.

Figura 2.54: Un grafo dove ogni nodo ha lo stesso numero di vicini.

La disuguaglianza dimostrata non è stretta. Quand’è che diventa un’u-
guaglianza? Quando ogni nodo ha lo stesso numero di vicini. In questo caso
succede, nella prima formula, che σ2(X) = 0, e nella seconda che è sempre
deg(u)

deg(v)
= 1.

Per ultimo, un calcolo di µ(X) su un grafo molto semplice, che si costrui-
sce per passi successivi. Al primo passo c’è un singolo nodo che capriccio-
samente decidiamo di chiamare uomo e di farlo passare per una strada di
Camogli.

Questo nodo è collegato a sette altri nodi. Stiamo descrivendo un grafo ad
albero con fattore di ramificazione pari a 7, e questi nodi sono genericamente
chiamati nodi figli. Tuttavia, per proseguire il capriccio, li chiamiamo nodi
mogli.

Ogni moglie è collegata, oltre all’uomo, a sette nodi detti sacche, con
dentro sette gatte, con sette gattini. . . Continuiamo all’infinito ad aggiungere
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sette nodi per ogni nodo del passo precedente. Quanto vale in media il numero
di vicini per i nodi di questo grafo?

Problema 17: Più amici di quanti ne hai te

Un grafo è formato da un nodo radice, collegato con 7 nodi figlio,
ciascuno dei quali a sua volta è collegato con 7 nodi figlio e cos̀ı via per
k iterazioni. Qual è il numero medio di vicini di un nodo preso a caso
di questo grafo se k →∞?

Moccoli d’Oro

La canna di papà orso era troppo dura, mentre la canna di mamma orsa era
troppo molle. La canna dell’orsetto era invece perfetta per poter costruire
un bel moccolo, da bruciare la notte di carnevale.

Momento, momento, canna? Quale canna? Stiamo parlando di una nor-
male canna di stagno. Una cosa simile al bambù, per intenderci, anche se
il fraintendimento è dietro l’angolo. Infatti mi sono reso conto solo adesso
che lo stagno d’acqua con le piante e lo stagno metallo che si fonde sono
due concetti che usano la stessa parola. Con una canna di stagno si potrà
forse fare un organo a canne, ma solo con una canna di stagno si può fare un
moccolo.

E che cos’è, allora, un moccolo di carnevale? Si tratta di un’intelaiatura
affusolata di canna rivestita di carta velina colorata e contenente una candela.
Nel comune di Castignano nelle Marche, la notte di carnevale, gli abitanti
portano in processione i moccoli accesi per riunirli tutti in un grande falò. E’
un rito tradizionale centenario unico, che sopravvive in Italia solo in questo
paese. Un tempo, invece, l’uso di candele per festeggiare il carnevale era
diffuso in altre parti d’Italia. Ad esempio a Roma, come descritto ne Il conte
di Montecristo.

La costruzione artigianale castignanese del moccolo parte da una canna
sezionata trasversalmente in un numero variabile di parti distanziate al centro
da pezzetti di legno, e unite insieme ad entrambe le estremità. Il risultato
è una struttura solida che si può descrivere come due piramidi uguali che
condividono la stessa base poligonale regolare e con le punte in direzione
opposta.

Solitamente il moccolo ha una dozzina di facce triangolari. Per ragioni
culturali, suscitando poca perplessità in casa perché ormai ci sono abituati,
ho ricostruito con la carta un moccolo per poterlo studiare meglio. La base
è un ottagono regolare di lato `, quindi il solido ha 16 facce. L’altezza totale
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Figura 2.55: Un moccolino alloctono comparso in ufficio.
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Figura 2.56: Spero per lui che non faccia la stessa fine purificatrice.

del moccolo è tre volte la distanza tra due lati paralleli dell’ottagono. Con
questi accorgimenti il moccolo si sposa con un certo solido a ciambella più
volte menzionato in Conlemele, il celebre mazzocchio! Il moccolo descritto
passa perfettamente per il foro centrale del mazzocchio ed è alto tanto quanto
quello è lungo. Sento che un cerchio si chiude.

Figura 2.57: Natura morta con moccolo.

Quant’è il volume del moccolo descritto? Più o meno di 11 volte e mezzo
`3?
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Crediti: ho scoperto cosa sono i moccoli da Laura, che ha anche decorato
e immortalato quello della prima foto. Grazie mille!

Problema 18: Moccoli d’Oro

Qual è il volume di due piramidi rette unite per la base ottagona-
le regolare di lato `, la cui altezza complessiva è 6 volte l’apotema
dell’ottagono?

La piccola bottega degli interi

Chiara sceglie un numero tra 1 e n− 1, che chiama a.
Lorella sceglie un numero tra a+ 1 e n, che chiama b.
Marta paga a + b − 1 centesimi di euro al venditore di numeri interi. Il

secondo numero è scontato di un centesimo come promozione permanente.
Mi sa che quel negozio chiude. Loro puntano sul dare un nuovo senso

di concretezza alla matematica ma poi, a parte lo scontrino, cosa ti rimane
in mano? Non è che dopo che hai comprato il 12 hai il diritto di esclusiva
sulle dozzine. E non credo neanche che paghino le tasse anche perché i
costi di produzione saranno molto bassi, ma un 2 a due centesimi solamente,
insomma, non è che ci campi.

Un altro grande limite è il ventaglio di offerta ridottissimo. Capisco se
uno potesse acquistare una conica, una matrice, un polinomio, una norma.
Invece vai l̀ı, e puoi solo prendere una manciata di interi.

Marta ha fatto anche il conto: pagando alle amiche un numero a testa per
tutti i possibili modi nei quali possono scegliere, se la caverebbe con 116, 38
euro, una cifra esorbitante per non avere niente in cambio, ma non ci paghi
mica l’affitto in via Garibaldi.

Il totale sarebbe un po’ di più se le due non insistessero nel voler numeri
diversi e ordinati, ma tant’è. Tra quanti numeri primi può scegliere Lorella,
se Chiara ha preso il 2?

Problema 19: La piccola bottega degli interi

E’ dato il vettore v = (1, 1, 0, . . . , 0) ∈ Nn. Se per qualche i, con
un k ≥ 1, vale (vi, vi+1) = (k, 0), allora si può trasformare il vettore
sostituendo alla coppia di componenti (0, k + 1). Quanti primi dispari
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Figura 2.58: “è” un 15

sono al più n se la somma di tutte le norme `1 dei vettori raggiungibili,
v compreso, è 11638?

Tutti i triangoli rettangoli sono isosceli

♣ Per fare colazione, Lorella attinge da una confezione sulla quale c’è scritto,
tra le altre cose, “occhi”, “mento” e “ali”. Di che colore è il contenuto della
scatola?
♣ Sul calco di percuotere, participio passato di “ruocere”; sul calco di

farlo, imperativo presente seconda singolare di “giarlo”; sul calco di perdere,
terza singolare, presente indicativo di “verdere”. Quale stato dell’America
meridionale ha questa bandiera?
♣ Lo si moltiplica per più di π miliardi cambiando un ND in L. Cos’è?
♣ - Non mi ricordo cosa diceva.
- Chi?
- Il teorema di Ceva.
- Cosa?
- No, Ceva è quello che l’ha dimostrato.
- Ah, e che cosa diceva?
- Chi?
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...

Figura 2.59: Il prodotto delle lunghezze gialle è uguale a quello delle
lunghezze blu.

In un triangolo qualsiasi tracciamo un segmento che unisce un vertice
ad un punto qualsiasi del lato opposto. Qualsiasi segmento di questo tipo
è detto ceviana. Ogni ceviana divide il lato sul quale termina in due parti,
separate dalla sua estremità. Se tracciamo una ceviana per ogni vertice di
un triangolo, il perimetro dello stesso risulta diviso in 6 tratti che possiamo
chiamare in senso orario a, b, c, d, e, f .

Il teorema di Ceva afferma una cosa molto carina, e precisamente che le
tre ceviane concorrono, cioè passano tutte per lo stesso punto, se e soltato se
il prodotto delle lunghezze dei tratti in posizione dispari, a · c ·e, coincide con
il prodotto delle lunghezze dei tratti in posizione pari, b ·d ·f . Comunemente
viene scritto, in modo equivalente, che la condizione necessaria e sufficiente
perché le ceviane concorrano è

a · c · e
b · d · f

= 1.

C’è un tranquillo corollario al teorema che si ottiene applicandolo alle me-
diane di un triangolo, che sono ceviane anche loro. Visto che per definizione
di mediana a = b, c = d e e = f , allora il rapporto è 1 e ne deduciamo che le
mediane concorrono. Ciò dimostra l’esistenza del baricentro.

Meno nota è la dimostrazione dell’isoscelità di tutti i triangoli rettangoli.
Consideriamo un triangolo rettangolo qualsiasi e siano x e y le proiezioni
rispettivamente dei cateti b e a sull’ipotenusa.



71

Figura 2.60: Iscriviti al sito per avere indicato il punto P.

Consideriamo il punto P vicino all’angolo retto, in modo tale che le ce-
viane passanti per P dividano i cateti in a − ε e ε da una parte e b − ε e ε
dall’altra, con ε a piacere.

Del rapporto
x · (a− ε) · ε
y · ε · (b− ε)

sappiamo che tende a x
y
a
b

per ε→ 0, e siccome per ε→ 0 le ceviane diventano
le altezze, che sappiamo concorrere nell’ortocentro, allora x

y
a
b

= 1.

Figura 2.61: Punti P come se piovesse.

Consideriamo ora il punto P prossimo alla proiezione dell’angolo retto sul-
l’ipotenusa. Le ceviane che passano per P tagliano il triangolo ordinatamente
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in x, y, ε, a− ε, b− ε, ε, e per Ceva

x · ε · (b− ε)
y · (a− ε) · ε

= 1.

Quando ε→ 0, otteniamo questa volta che x
y
b
a

= 1.

Mettendo insieme i due risultati, x
y
b
a

= x
y
a
b

= 1, da cui a = b.
Come volevasi delirare.

Problema 20: Tutti i triangoli rettangoli sono isosceli

Triboli cubici

Potendo giocare con almeno due cubetti delle stesse dimensioni c’è un impulso
naturale e irresistibile di affiancarli e allinearli. Sospetto che la legge di
gravitazione universale dovrebbe tener conto della forma dei corpi, o forse
siamo di fronte ad un quinta interazione fontamentale.

Figura 2.62: Quando aprirò Conlemele Park, non mancheranno gli elementi
di arredo.

Con più cubetti si possono costruire policubi di tutti i tipi, come i tetrade-
cacubi o i pezzi del cubo Soma. A fianco a questa ortodossia, c’è l’abominio
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di non fare combaciare i quadrati. Vediamo un esempio di questa classe di
teratopolicubi che, in mancanza di un nome migliore chiamerò “triboli”.

Un tribolo si costruisce facilmente deformando una struttura pulita di
quattro cubetti, due affiancati e sormontati da altri due. Per avere un tribolo
è sufficiente ruotare di novanta gradi i due cubetti di sopra. Orrore! In un
viaggio ideale per i quattro cubetti del tribolo, vediamo quattro problemi su
questo spigoloso oggetto.

Primo cubo: tassellazione dello spazio
Semplice, semplice! Scommetti, scommetti! Data una borsa di triboli,

dal contenuto infinito, è possibile riempire lo spazio senza lasciare buchi?
Secondo cubo: quadrato magico
Il tribolo ha 16 vertici. Distribuiamo i numeri da 1 a 16 uno per ogni

vertice, in modo che la somma di alcuni gruppi di quattro numeri sia uguale
ad una certa costante magica.

Figura 2.63: Compra il poster nel Conlemele Store

Nello specifico devono dare questa costante magica la somma dei numeri
posizionati nei vertici di ogni faccia del dicubo di sopra e di ogni faccia del
dicubo di sotto.

La costante magica è anche la somma dei quattro numeri sulle quattro
coppie di spigoli verticali, accoppiate per vicinanza.

La somma costante è anche la somma dei quattro numeri sulle quattro
coppie di spigoli orizzontali, accoppiate per vicinanza e per orientamento,
appartenenti al piano che biseca il tribolo.

E lo stesso per le quattro coppie di spigoli orizzontali, accoppiate per
vicinanza e per orientamento, appartenenti ai due piani che confinano il
tribolo.

E gli spigoli appartenenti ad una stessa faccia orizzontale non contengono
numeri consecutivi.
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Ecco, se il vertice in alto è 1 e il vertice agli antipodi è 2, la soluzione
è quasi univocamente definita. Mettiamola con le spalle al muro dicendo
che tre vertici consecutivi di una faccia, visti dall’esterno in senso orario,
presentano i numeri 16, 1 e 12.

Figura 2.64: Tecnica mista, olio su tela e acquarelli, per questa volta non
sono stati usati.

Terzo cubo: di sfere inscritte e circoscritte
Concepiamo la più piccola sfera che contenga interamente un tribolo.

Concepiamo la più grande sfera contenuta interamente dentro un tribolo.
Qual è il rapporto tra il raggio della prima e il raggio della seconda sfera?

Quarto cubo: massima altezza
Appoggiamo un tribolo sul tavolo, nella posizione descritta, cioè costituito

da due piani di due cubi l’uno. La sua altezza è due unità.
Appoggiamo il tribolo in posizione qualsiasi, purché in equilibrio. Qual è

al massimo l’altezza raggiunta da almeno un punto dell’oggetto?
Poteva mancare lo sviluppo piano per la costruzione in carta del solido?

Eccola, dalla piacevole sagoma floreale.

Problema 21: Triboli cubici

Intendiamo per tribolo il solido unione di 4 cubi di lato unitario, alli-
neati agli assi e con centri traslati di

(
±1

2
, 0, 1

2

)
e
(
0,±1

2
,−1

2

)
. Prob 1
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Figura 2.65: Solido in carta.

Figura 2.66: Scarica lo sviluppo in pdf



76 CAPITOLO 2. PROBLEMI

I triboli tassellano lo spazio? Prob 2 Trovare una disposizione a griglia
quadrata 4 × 4 dei numeri da 1 a 16 dove sia costante la somma dei
quattro numeri in ogni riga, colonna, sottogriglia 2 modale con i numeri
1, 12, 16 e 2 in posizione (1, 1), (1, 2), (2, 1), (4, 3) e senza numeri con-
secutivi all’interno di una singola riga. Prob 3 Qual è il rapporto tra
la minima sfera contenente e la massima sfera contenuta in un tribolo?
Prob 4 Qual è l’altezza massima raggiunta da un tribolo di densità
uniforme appoggiato in equilibrio su un piano?

Domanda a scelta multipla

I quiz a scelta multipla sono ubiqui, dalla patente ai test per la determina-
zione del QI. Per chi deve correggere è una pacchia, senza considerare la pos-
sibilità non troppo fantascientifica di rilevamento automatico delle risposte
su di una copia acquisita digitalmente.

Chi invece deve rispondere può trovare conforto da questo genere di esami,
perché la moltiplicità delle scelte delimitano un confine ridicolmente conte-
nuto se comparato con la vasta disperazione di un foglio bianco. Per noi, il
fatto stesso che un compito fosse “a crocette” implicava considerazioni non
proprio positive sulla serietà dello stesso.

Figura 2.67: Qual è l’escluso?
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In questo tipo di domande, tanto per dirne una, è più facile tirare a in-
dovinare. Con probabilità non trascurabile si può eguagliare come risultati
una conoscienza legittima. Un’altra caratteristica è che le risposte date pos-
sono servire come guida, andando per esclusione o cercando di indovinare la
psicologia di chi ha formulato i quesiti. Per non parlare poi degli aiuti da
casa o del pubblico in sala.

Ecco un popolare esempio di domada a scelta multipla.
Se tiri a indovinare la risposta a questa domanda, quante probabilità hai

di scegliere quella corretta?
A) 25%
B) 50%
C) 60%
D) 25%
Si scopre con sorpresa che la domanda è paradossale non appena si legge

la quarta possibilità. La premessa è di tirare a indovinare, ma le risposte
sono in contraddizione tra loro: non esistendo una risposta giusta è certo di
non trovarla, ed il problema diventa più filosofico che altro.

In genere queste domande sono proposte in serie, e bisogna risponderne
a molte e in breve tempo. E’ allora possibilissimo non accorgersi neppure
del paradosso se si processa la domanda troppo rapidamente. E’ del tutto
plausibile, ad esempio, aspettarsi quattro possibilità se questo è lo standard
dell’esame che si sta svolgendo, e poiché la probabilità di azzecchare casual-
mente è una su quattro si può crocettare la prima risposta e passare oltre,
senza neppure accorgersi del paradosso generato dalla presenza di un’altra
risposta identica alla prima.

Senza ulteriori specifiche, è sottointeso che per “tirare a indovinare” s’in-
tende che la probabilità delle quattro risposte sia uniforme. Se le risposte non
fossero equiprobabili forse si potrebbe trovare qualche variante della domanda
senza contraddizioni. Proviamo?

Se distribuiamo le probabilità in modo arbitrario, possiamo ottenere con
maggiore e minore frequenza una risposta piuttosto che un’altra. La rispo-
sta media potrebbe non essere presente tra quelle elencate, a meno di non
scegliere una distribuzione opportuna.

Mettiamo che le probabilità di scegliere le quattro alternative siano tali
che vi sia in effetti una risposta giusta, senza contraddizioni. Definiamo
a tal proposito la distribuzione D nel modo seguente: ad alternativa uguale
corrisponda probabilità uguale; le probabilità sono ordinate dalla minore alla
maggiore con l’aumentare della percentuale espressa nelle risposte; le diverse
probabilità sono in progressione aritmetica. Modifichiamo allora la domanda.

Se tiri a indovinare la risposta a questa domanda con la distribuzione D,
quale media ottieni?
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A) 25%
B) 50%
C) 60%
D) 25%
Con che probabilità otteniamo la risposta giusta? E qual è questa rispo-

sta?

Problema 22: Domanda a scelta multipla

La variabile aleatoria X ha realizzazioni possibili x1 = 1
4
, x2 = 1

2
,

x3 = 3
5

e x4 = 1
4

con probabilità P ({X = xi}) = wi per tutti gli i. Per
i 6= j, se xi = xj allora wi = wj, se xi < xj allora wi < wj. Inoltre i
valori diversi delle wi sono in progressione aritmetica. Qual è wi? , se
E[X] = xi??

Triangolo al settimo cielo

Genesi del triangolo
Su un foglio di carta sono tracciati tre segmenti. E’ possibile usare solo

riga e compasso per disegnare un triangolo che abbia i lati lunghi come i tre
segmenti assegnati?

Il problema potrebbe essere risolvibile solo “sulla carta”, vale a dire che,
almeno teoricamente, è possibile accostare e richiudere i tre segmenti a forma-
re un triangolo. Il problema potrebbe invece essere risolvibile proprio “sulla
carta”, nel senso che con riga e compasso si può materialmente costruire il
triangolo.

Chiamiamo a, b, c le lunghezze dei tre segmenti. Per essere lati di un
triangolo non degenere deve soddisfarsi la disuguaglianza triangolare, che
impone che ogni segmento debba essere più piccolo della somma degli altri
due. Cos̀ı deve valere che c < a+b, essendo c il percorso più breve che collega
due punti, in questo caso due vertici di un triangolo, allora necessariamente
deve essere inferiore al percorso a+ b che transita prima per il terzo vertice.
Per simmetria, deve anche essere b < a+ c e a < b+ c.

La richiesta è sensata, perché se tre segmenti fossero lunghi 2, 3, 10, non
sarebbe certo possibile richiuderli a formare un triangolo.

Dati tre segmenti coerenti, disegnare il triangolo è una costruizione che
non presenta difficoltà. Basta disegnare su un vertice del segmento c un
cerchio di raggio a, e sull’altro vertice un cerchio di raggio b. Scegliendo
una della due intersezioni come vertice opposto a c, possiamo completare il
triangolo cercato.
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Figura 2.68: Facile come l’abc.

Questa costruzione presuppone che sia possibile riportare la lunghezza di
un segmento, in modo da poter disegnare un cerchio di raggio a centrato in
un particolare punto. Questo tipo di costruzione è cos̀ı basilare da essere
fornita come primitiva in applicativi per il disegno geometrico, ma non di-
mentichiamoci che i puristi usano una riga non graduata. Non mi dedicherò
ora all’esercizio di riportare un segmento senza riga graduata perché è tempo
di ben altro.

Triangolo al settimo cielo

La forma di un triangolo è completamente determinata dalla lunghezza
dei tre lati. Un’altra caratteristica di un triangolo è che non è possibile
deformarlo nello spazio senza alterare la lunghezza dei lati. Ad esempio un
quadrato non gode di queste proprietà: non solo è possibile, mantenendo
inalterate le lunghezze dei lati, deformarlo nel piano e trasformarlo in un
parallelogramma, ma è anche possibile piegarlo lungo una diagonale come si
farebbe con un tovagliolo.

Possiamo però inventarci una trasformazione di un triangolo basata sulla
particolare coincidenza che fa condividere il numero dei suoi lati con il numero
di dimensioni dello spazio fisico in cui siamo immersi. Usiamo i tre lati a, b e c
per misurare di quanto spostarci dall’origine lungo i tre assi, per individuare
tre punti (a, 0, 0), (0, b, 0) e (0, 0, c) che è sempre possibile unire per formare
un nuovo triangolo che dipende interamente da quello di partenza.

In termini poetici, si potrebbe pensare ad un triangolo mistico che vive
nel paese di Flatlandia, e che raggiunge mediante questa trasformazione una
sua proiezione astrale, che percepisce con l’occhio della mente, in base alla
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Figura 2.69: Trascinare per ruotare la figura nello spazio. Ah, no, quella è
un’altra realtà.

quale gli è possibile gabbare i suoi simili vendendo consulti con annesse e
presunte manifestazioni medianiche. Triangoli poco raccomandabili.

Da una parte è sempre possibile proiettare un triangolo, perché i suoi lati
determinano tre punti che è sempre possibile unire. Il viceversa non è sem-
pre vero, giacché alcuni triangoli proiettati non possono discendere da alcun
triangolo primitivo, proprio perché violano la disuguaglianza triangolare di
cui sopra. Consideriamo ad esempio i punti (1, 0, 0), (0, 2, 0) e (0, 0, 4), che
formano un triangolo di lati

√
5, 2
√

5 e
√

17 anche se non è possibile avere
un triangolo di lati 1, 2 e 4.

Il triangolo proiettato non è sempre dello stesso tipo di quello di partenza.
E’, anzi, sempre acutangolo.

Però, però, il triangolo proiettato è pur sempre un triangolo, e quindi lo
si potrebbe, proiettare a sua volta! E poi chi ci ferma più? Si può salire di
proiezione in proiezione. Chissà cosa ne avrebbe pensato Dante?

Per ogni triangolo mi concentro sulla somma dei quadrati costruiti sui tre
lati. Ho disegnato un triangolo e lo proietto una volta. Proietto quindi il
triangolo ottenuto, e cos̀ı via, fino a che la somma dei quadrati costruiti sui
tre lati del triangolo ottenuto superi 1000 volte la somma per il triangolo di
partenza. Quante proiezioni ho fatto?

Problema 23: Triangolo al settimo cielo

Una trasformazione consiste nel passare dal triangolo di lati a, b, c
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al triangolo di vertici in coordinate (a, 0, 0), (0, b, 0), (0, 0, c). Quante
volte si deve ripetere la trasformazione perché la somma dei quadrati
costruiti sui lati del triangolo ottenuto superi (a2 + b2 + c2)103?

Non confondere il movimento con il progresso

Nel mondo anglosassone si parla di Getting Things Done, intendendo il fare
in modo di fare le cose, come strumento di produttività personale. Nella vita
ci troviamo spesso a dover gestire una moltitudine di progetti, e diventa di
rigore dotarsi di un metodo per fare ordine, stabilire delle priorità, compilare
liste di cose da fare.

Al supermercato, una lista della spesa è utilissima. E’ un modo per
rendere più efficiente le compere e mi permette di risparmiare perché evito
di comprare cose superflue. E’ un modo efficace per ricordarmi di comprare
la farina, che se devo fare una torta è indispensabile. I problemi nascono
quando si confondono i mezzi e il fine, e può essere poco furbo comprare
infallibilmente la farina solo perché me lo sono segnato senza l’intenzione di
usarla. Chi stila la lista della spesa? Perché?

L’esempio della spesa può sembrare anche ridicolo, ma allo stesso modo
è facile riempirsi le giornate ed essere estremamente produttivi, anche se di
fatto mancano gli obiettivi a lungo termine e non si sta costruendo nulla,
manca la visione d’insieme.

Un esempio famoso di movimento privo di fine è il moto Browniano,
governato dalla distribuzione normale, di una particella di polline immersa
in un liquido. Un altro esempio è la passeggiata aleatoria di un ubriaco che
ad ogni passo, con uguale probabilità, cambia direzione di marcia scegliendo
tra avanti, indietro, a destra o a sinistra.

Giochiamo con un robot con moto casuale seguendo regole prestabilite.
Rispetto al primo esempio, il nostro automa è un po’ più discreto nei suoi
movimenti; rispetto al secondo, un po’ più profondo.

L’automa ha a disposizione un sacchetto contenente sei simboli: N , E,
S, O scritti in colore blu notte per indicare i quattro punti cardinali, Z, N
scritti in colore celeste per indicare l’alto e il basso. Estrae casualmente un
simbolo e si muove in quella direzione. Essendo però tanto efficiente quanto
vacuo, effettua ulteriori spostamenti fino a ritornare al punto di partenza
percorrendo tutte le direzioni scritte nello stesso colore di quella estratta,
seguendo l’ordine citato e ripetendo dall’inizio una volta giunto alla fine.
Cos̀ı ad esempio estrarrà S e si muoverà a S, poi a O, poi a N , poi a E,
oppure estrarrà N celeste e si muoverà poi anche a Z.
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Figura 2.70: Nuovo concept per dado da gioco.

Dopo aver rimpiazzato nel sacchetto il simbolo estratto, si ha fatto 2 o 4
movimenti ed è pronto per ricominciare un nuovo emozionante giro dell’oca.

Ad un certo punto ha compiuto un totale di n movimenti, e naturalmente
è al punto di partenza. Per arrivarci, ha però seguito una specifica traiettoria
delle tante possibili. Nello specifico, il numero di traiettorie diverse ma con lo
stesso numero di movimenti che avrebbe potuto seguire è un numero avente
almeno 32 divisori. Quanti movimenti ha fatto?

Problema 24: Non confondere il movimento con il progresso

Il numero di possibili stringhe di n simboli e contenenti solo sottostrin-
ghe abcd, bcda, cdab, dabc, ef , fe ha almeno 32 divisori. Quanto vale
n al minimo?

Il girone più emozionante

Un paio di estati fa si disputavano alcune partite di calcio molto seguite. O
forse era qualche altro sport? Il collega mi canzonava perché, nell’intanto
che in tanti guardavano gli incontri, io ero intento a disegnare archi gotici.
Perché no? Ne è saltata fuori la sezione aurea, da cui un modo di disegnare
un pentagono regolare con riga e compasso, e cos̀ı è nato uno dei post più
popolari di questo blog. Non tutti i gusti sono alla menta.
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Figura 2.71: E’ ora di pensare un po’ a qualcosa.
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Vedere giocare a calcio non fa per me. Personalmente, non trovo inte-
ressante guardare una ventina di maschi mezzo nudi che esplorano la loro
fisicità.

Qualche geek potrebbe vantarsi della scarsa o nulla conoscenza delle regole
del gioco, in questo modo implicando un giudizio sui gusti altrui. Non è
questa la mia intenzione.

Quest’anno, per vie misteriose collegate alla mio lavoro, ho dovuto im-
parare la struttura dei mondiali che si giocano in Brasile. Nello specifico è
emersa questa domanda: è teoricamente possibile per una squadra passare
il primo girone ed accedere alla fase successiva ad eliminazione diretta senza
aver vinto neppure una partita?

Per completezza, ecco le regole cos̀ı come me le hanno spiegate. In ogni
girone ci sono quattro squadre, ognuna delle quali gioca una partita con tutte
le altre, per un totale di sei partite. Chi ha vinto più partite, tra un minimo
di una e un massimo di tre, passa il turno. A parità di partite vinte, si
determina il vincitore confrontando il numero complessivo di reti. Ebbene
s̀ı, in un girone particolarmente emozionante, dove tutte le partite giocate
finiscono in pareggio, una squadra può aver totalizzato più reti di tutte le
altre, e dunque passare lo stesso il turno. Come?

Ecco una piccola estensione. Ci sono sei squadre che partecipano ad un
girone, giocando in tutto trenta partite che finiscono tutte in pareggio. Tut-
tavia, contando i punti segnati da ogni squadra, non solo si può determinare
il vincitore ma è anche possibile stilare una classifica completa mettendo in
ordine le squadre dalla prima all’ultima. Siccome questo girone è di un piat-
tume unico, il numero di reti è anche il minimo possibile. Quante reti sono
state segnate?

Problema 25: Il girone più emozionante

Un grafo completo non diretto con 6 vertici ha archi pesati con numeri
interi non negativi, in modo che la somma dei pesi degli archi per ogni
vertice sia un numero diverso. Qual è al minimo la somma dei pesi?

Tre punti su un piano

Eleggiamo tre punti su un piano. Il piano è ridondante perché, nella più gran
parte dei casi, per tre punti ne passa uno solo e quindi lo possiamo sottin-
tendere. Il fatto è che ci risulta comodo avere un sistema di riferimento per
poterci orizzontare, anche quando non ne abbiamo bisogno. D’altro canto è
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un equilibrio difficile quello tra rigore e leggerezza, tra pedanteria e pressa-
pochismo. I tre punti non sono allineati né coincidenti, altrimenti di piani
ne passano un’infinità o un’infinità al quadrato. I tre punti sono nello spazio
a tre dimensioni, altrimenti il numero di piani che li contengono guadagna
facilmente ordini di infinito. Lo spazio è euclideo, altrimenti apriti cielo. Mi
sa che la partenza non è delle migliori. Rifo.

Figura 2.72: Al contrario, triangolo anarchico.

Ecco un triangolo generico, signore e signori! Triangoli come questi non se
ne fanno mica più! Guardate le rifiniture, gente, guardate che vertici privi di
parti, che segmenti dritti... Da oggi disponibile in versione light, con il 50%
di area in meno rispetto ad un rettangolo tradizionale di pari base e altezza.
La nostra incredibile offerta, solo alle prime 26072014 telefonate, incluso nel
prezzo anche il cerchio inscritto, il cerchio circoscritto, e una batteria di oltre
5000 centri da portata. E non è tutto, solo per i prossimi 3 minuti e 14
secondi, alla metà del prezzo, riceverete a casa vostra anche lo stupefacente
triangolo di Morley da incastonare nel vostro triangolo generico. Pensate,
tre lati perfettamente identici! Con questa spesa ridicola avrete un oggetto
resistente a tutto, indeformabile, lavabile a 180 gradi...

Bando alle frivolezze, vi presento un risultato davvero carino. Per prima
cosa, vi descrivo un’operazione che permette, dati tre punti, di individuarne
un quarto. Applicheremo poi questa operazione ai vertici di un triangolo
qualsiasi in modo da avere nuovi punti che, congiunti, formeranno un nuovo
triangolo con una proprietà interessante.

Figura 2.73: Facile calcolare l’area del triangolo interno, essendo tutte
mediane.

Andiamo con ordine e definiamo una procedura iterativa che costruisce
una spezzata infinita che converge in un punto. I primi due segmenti di
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questa spezzata uniscono nell’ordine tre punti dati, che chiamiamo P1, P2

e P3. Il segmento successivo congiunge l’ultimo punto raggiunto, P3, con il
punto medio del penultimo segmento. Chiamiamo P4 il punto medio tra P1

e P2 e aggiungiamo alla spezzata il segmento P3P4. Ripetiamo aggiungendo
il segmento P4P5 dove P5 è il punto medio tra P2 e P3 e cos̀ı via.

Si può dimostrare che questa procedura converge ad un punto che dipende
dai tre iniziali e dall’ordine con cui sono stati scelti. Più precisamente si può
dimostrare che il punto di convergenza dipende solo da quale dei tre punti è
stato scelto come punto iniziale, perché invertire il secondo con il terzo non
cambia il risultato.

Detto questo, applicando la procedura ai vertici di un triangolo e troviamo
tre punti interni ad esso, che possiamo congiungere a formare un triangolo
interno.

E adesso la domanda: qual è il rapporto tra l’area del triangolo interno e
quella del triangolo di partenza? Qual è la forma del triangolo interno?

Suggerisco, al lettore particolarmente interessato, di provare ad analizzare
il caso generale applicando la stessa procedura a poligoni con più lati, e ma-
gari invece del punto medio dividere il segmento precedente in un rapporto
qualsiasi. Sono disposto a collaborazioni scientifiche, ricreative, divulgative
in tal senso, nonché a ricevere notizie su interessanti sviluppi, o anche so-
lo citazioni o lodi, o commenti positivi, o soldi, perché se la Bibbia ci ha
insegnato qualcosa, e sappiamo bene che ci ha insegnato solo questa cosa
(semicit), è che i soldi fanno la felicità. O forse era Siddharta?

Problema 26: Tre punti su un piano

Applichiamo fino a convergenza l’iterazione Pt = Pt−1+Pt−2

2
ai punti

(A,B,C), (B,C,A), (C,A,B), ottenendo tre punti P , Q, R. Qual è il
rapporto 4PQR4ABC ? Che forma ha il triangolo 4PQR?

Tassi fissi e tassi variabili

In un articolo di finanza si accenna al fatto che la volatilità fa diminuire il ren-
dimento composto. Invece che dare la cosa per assodata, possiamo provare a
tradurre l’affermazione in termini matematici e vedere quando e perché risul-
ta vera. Limitiamoci all’ambito dell’operazione finanziaria di capitalizzazione
e ad esempi piuttosto artificiali.

Per partire forse un po’ alla lontana, immaginiamo un negoziante che
propone alla sua clientela una bicicletta. Il modello ha successo e le vendite
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crescono, e il negoziante decide di alzare il prezzo del 10% per aumentare il
margine di guadagno. La legge della domanda e dell’offerta è implacabile, e
il calo di vendite che ne segue lo porta a scontare del 10% il nuovo prezzo.
La bici costa di più o di meno del prezzo originario?

In un negozio in Nuova Zelanda le cose sono soggette a forze opposte, e
quindi ovviamente girano al contrario: un negoziante inizia ribassando del
10% il prezzo della bici, per poi alzare in seguito il prezzo raggiunto del 10%.
In questo caso come si confronta il prezzo originario e il prezzo che prima è
sceso e poi è salito?

Entrambe le domande, una volta formalizzate, hanno risposta immediata.
Chiamiamo C il prezzo della bicicletta, e a la percentuale di aumento o
sconto, in questo caso a = 10%. Per aumentare il prezzo C della percentuale
a basta moltiplicarlo per 1 + a: il prezzo ritoccato al rialzo sarà C(1 + a) =
C + aC. Per scontare basta moltiplicare per 1− a, quindi il nuovo prezzo è
C(1− a) = C − aC: paghiamo aC in meno del prezzo di partenza.

L’aumento porta il prezzo da C a C(1 + a). Lo sconto porta il prezzo da
C(1+a) a C(1+a)(1−a). Essendo moltiplicazioni l’ordine con cui si ritocca
il prezzo è ininfluente.

La scelta di movimentare il prezzo al rialzo e al ribasso della stessa
percentuale a permette il lusso dell’eleganza: grazie al prodotto notevole
(1 + a)(1 − a) = 1 − a2, si espone in piena luce il fatto che il prezzo mo-
vimentato è sempre inferiore al prezzo di partenza. A meno di non avere
a = 0: uno sconto onestamente un po’ esiguo, ma sono certo che quelli del
marketing saprebbero comunque valorizzarlo.

Prendiamo ora il concetto di rendimento in una capitalizzazione. Imma-
giniamo di investire un capitale C in una operazione finanziaria non rischiosa
per un anno, che renda una percentuale a1 positiva al netto di commissioni
e tasse. Mi sembra di essere John Lennon, ma in matematica tutto è possi-
bile. Alla fine dell’anno abbiamo che il capitale C più gli interessi Ca1 sono
C(1 + a1). Siamo di fronte allo stesso meccanismo di alzare un prezzo o di
scontarlo.

Visto che l’investimento è allettante, lo ripetiamo per n anni, durante
ciascuno dei quali il rendimento è certo e costante ed espresso da percentuali
positive. Queste percentuali cambiano però di anno in anno, e le indichiamo
con a1, . . . , an. Il capitale finale, detto montante, è

Mv = C(1 + a1) · . . . · (1 + an) = C
n∏
i=1

(1 + ai).

L’aggettivo “composto” si riferisce al fatto che il rendimento di un anno non
si calcola sempre sul capitale iniziale ma tiene conto degli interessi preceden-
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temente maturati, che concorrono alla formazione di nuovo capitale. La v a
pedice ci ricorda che gli ai sono variabili.

Per volatilità intendiamo che le percentuali ai non sono costanti ma “si
disperdono”. Che cosa determina il montante di un’operazione? Chiara-
mente al primo posto c’è il valore delle percentuali ai, cioè dove queste sono
“localizzate”. Sicuramente preferirei investire avendo rendimenti tra il 9% e
l’11%, piuttosto che tra l’1% e il 3%. Ma a parità di localizzazione, cioè se
la media aritmetica degli ai è data, allora il montante dipende da quanto gli
ai si avvicinano o si allontanano dalla media.

Riformuliamo l’affermazione iniziale dicendo che a parità di media arit-
metica, un insieme di tassi di rendimento con maggiore dispersione produce
un rendimento composto minore. Per vedere in che misura si riduce il ren-
dimento occorrerebbe misurare la dispersione, e per farlo si potrebbe usare
opportunamente la varianza degli ai, ma in questa sede ci limiteremo a rile-
vare l’effetto senza quantificarlo. Vedremo quindi che basta scostarsi da una
situazione in cui i tassi sono costanti per ridurre il montante.

E’ comune e utile definire nuove variabili dette fattori di montante. Un
po’ perché vengono usate come fattori in una moltiplicazione, un po’ perché
servono a produrre il montante. Chiamiamo questi fattori Fi = 1+ai, quindi
ad esempio per un anno M = C · F , e per più anni Mv = C ·

∏
Fi.

Torniamo ora alla tesi. Sia ā il tasso di rendimento medio, ossia ā =
a1+...+an

n
. Se l’investimento rendesse sempre ā, il montante finale si otterrebbe

applicando il fattore di montante costante per n volte, quindi

Mc = C(1 + ā)n = C · F̄ n.

Abbiamo usato il fatto che, per la prorietà di linearità della media aritmetica,
1 più la media degli ai è uguale alla media delle variabili traslate Fi = ai + 1.
La c a pedice ci ricorda che il tasso di rendimento è costante.

Anche il montante a tassi variabili Mv può essere scritto in funzione di
una media degli Fi. In particolare, è questa una importante applicazione
della media geometrica F̂ = n

√∏
Fi. Si ha

Mv = C

n∏
i=1

(1 + ai) = C · F̂ n.

La media geometrica indica effettivamente il rendimento medio di una opera-
zione di questo tipo. Risponde alla domanda: in capitalizzazione composta
con tassi variabili, qual è il fattore di montante annuale costante da applicare
ogni anno che mi porti allo stesso montante complessivo?
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Siamo giunti al risultato che cercavamo. Il montante con tassi variabili è
inferiore a quello con tasso costante perché

F̂ = n

√√√√ n∏
i=1

Fi ≤
1

n

n∑
i=1

Fi = F̄ .

Questa è infatti la ben nota disuguaglianza tra le medie geometriche e aritme-
tiche. La si può dimostrare in molti modi tediosi e meno, ma noi ci limitiamo
ad osservarla tranquillamente.

Per avere qualche intuizione in più sul problema possiamo analizzare però
anche solo il caso n = 2. Sfruttiamo il fatto all’apparenza banale ma sor-
prendentemente fruttifero che un quadrato è sempre non negativo. Tanto per
dirne una abbiamo già adoperato questo fatto proprio qualche paragrafo più
sopra per dire che 1− a2 è sempre al più 1.

Adesso consideriamo un periodo di due anni e due fattori di montante. Il
quadrato della loro differenza è (F1 − F2)

2 ≥ 0. Cosa succede aggiungendo
4F1F2 da entrambe le parti? E’ il doppio del famoso doppio prodotto nel
quadrato del binomio del membro a sinistra, e ciò è molto opportuno giacché

(F1 − F2)
2 + 4F1F2 = (F1 + F2)

2 ≥ 4F1F2

è una nuova disuguaglianza sicuramente vera. Ora estraiamo la radice a
entrambi i membri, trasformazione monotona crescente che non cambia il
senso della disuguaglianza, e dividiamo per due:

F1 + F2

2
≥
√
F1F2.

Abbiamo ricavato la disuguaglianza aritmetico-geometrica nel caso più sem-
plice.

La morale della storia, per chi piacciono queste cose, potrebbe essere che
è sempre meglio tenere gli occhi aperti: anche senza necessariamente dimo-
strare un’asserzione è fondamentale capire quali sono i confini entro i quali
la si può ritenere vera, quali sono le sue implicazioni o anche semplicemente
come si comporta in qualche caso particolare. Manipolando un’informazione,
non nel senso di alterarla ma nel senso di metterci mano per impastarla con
altro materiale già in nostro possesso, le si dà concretezza.

Quale concretezza, se non abbiamo visto un numero ma solo ai? Prendia-
mo dunque 10 rendimenti casuali distribuiti uniformemente tra l’8% e il 12%,
quindi da capogiro. La loro media aritmetica sarà attorno al 10% e calcolia-
mo la media aritmetica e la media geometrica dei fattori di montante. Molto
simili, ma naturalmente la prima sarà maggiore della seconda. Calcoliamo
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il montante Mv con i tassi variabili, Mc quello usando il tasso costante pari
alla media aritmetica, e Mg il montante usando come tasso costante la media
geometrica dei tassi. Verifichiamo che Mv = Mg ≤Mc.

Dai numeri che ho estratto risulta che, con i tassi variabili, investendo
10000 euro per 10 anni, si arriva ad avere 26873.85 euro. I soldi sono più che
raddoppiati! E ci mancherebbe altro, visto che stiamo parlando di 10 anni,
quasi il tempo che passa tra un post e l’altro di Conlemele, e soprattutto del
10% annuo.

Capitalizzare con la media geometrica porta, per definizione, allo stesso
risultato, mentre avere un rendimento costante pari alla media aritmetica è
meglio. Di quanto? Alla fine avremmo 26887.82. Caspita, sono quasi 14 euro
in più. Ognuno poi potrà metterci dentro i propri dati e la propria funzione
di utilità.

Figura 2.74: Sessione R da terminale Lubit con Totoro.

Problema 27: Tassi fissi e tassi variabili
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Figura 2.75: Andamenti largamente sovrapposti.
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Tagli a destra e a manca

Una striscia di caramello di lunghezza infinita. Perché nella vita bisogna
avere vision. Ed è proprio quello che ha Marta, a dream, e un bel pentolino
fumante di zucchero fuso. Con una manovra attenta sorvola un canale di
carta stagnola che ha predisposto sul tavolo e inizia la colata.

Lentamente si sposta lungo il letto di alluminio, e la lastra prende forma
in tutta la sua magnificenza. La tavoletta termina, o meglio inizia, con un
lato dello spessore di sei centimetri, che incontra ad angolo retto i due lati
lunghi paralleli tra loro. Senza tanti giri di parole, sarebbe un rettangolo se
Marta ad un certo punto finisse di versare. E invece no, ecco. Va avanti per
una di quelle eternità che hanno un inizio e non una fine.

Figura 2.76: Il tronco di palma ha il solo scopo di non rappresentare il
prodotto.

Solo che dopo breve, il primo caramello versato s’indurisce. Sarebbe un
vero peccato doverlo spezzare, magari malamente, magari perdendone alcune
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schegge in giro per la cucina. Per fortuna da sotto il tavolo sbuca Chiara
che con un coltello ne taglia un rapido triangolino, partendo da un punto
imprecisato del lato corto e incidendo a 45 gradi. Poi spariscono. Sparisce il
coltello, Chiara, e il triangolino.

La gocciolina di sudore sulla tempia di Marta indica lo sforzo di con-
centrazione nel proseguire la colata. Dall’altra parte del tavolo fa capolino
Lorella. Osserva la situazione, poi velocemente con un taglio perpendicolare
a quello di Chiara, e che parte esattamente da metà del lato inclinato, fa spa-
rire un quadrilatero di caramello ancora caldo per poi ritornare a rifugiarsi
sotto il tavolo.

La scena si ripete un numero imprecisato di volte. Capolino. Taglio
ortogonale al precedente con dimezzamento di un lato. Asportazione zucche-
rina. Scomparsa. Alternanza. Tensione nell’aria. Calore. Vapore. Densità.
Appiccicosità dentale.

Qual è l’area media di un pezzetto asportato?

Problema 28: Tagli a destra e a manca

In un rettangolo di larghezza d = 6 e altezza infinita si tracciano seg-
menti inclinati alternativamente di 45 e −45 gradi rispetto ai lati. Il
primo segmento passa per un punto qualsiasi del lato lungo d, e dal se-
condo in avanti ogni segmento passa per il punto medio del precedente.
Qual è in media l’area di una regione interna al rettangolo delimitata
da tre segmenti consecutivi?

Tre cinesi con un contrabbasso

Uomini. La smania morbosa per la correlazione eziologica, l’esplosione de-
mografica di incisi, l’orizzonte indeterminato e verticale di parentesi aperte,
l’esondazione di note a margine o a pie’ pagina, gli antefatti che tagliano la
fila passando davanti ad altri antefatti, il tripudio di preludi.

Qualche giorno fa stavo lavando il pavimento dell’ingresso, ignorando il
primo paragrafo scritto ormai un mese prima. Avevo già passato il mocio
nel Laboratorio Errante, cosicché Chiara era costretta a non muoversi dal
divano.

Io (dall’ingresso): “sai quanti interruttori azionano la luce di questa
stanza?”

Chiara: “Cos’è, i due delle camere, quello del soggiorno, ...”
Io: “Si chiama Laboratorio Errante ...”
Chiara: “Whatever, e siamo a tre, e bagno 4”
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Io: “E quello dell’entrata 5. Stavo pensando, in quante configurazioni
posso metterli perché la luce sia sempre spenta?”

Chiara: “25 = 32, basta svitare leggermente la lampadina o metterne una
fulminata e tutte le configurazioni van bene.”

Io: “Il pensiero laterale uccide la matematica... e senza trucchi? Se gli
interruttori fossero n?”

Chiara: “Ma non avevi Conlemele dove scrivevi ste cose?”
Io: “Eh, ma questa è troppo facile...”
Mi ricordo bene di Conlemele. Se queste righe fossero più autobiografiche

forse avrebbero un titolo, qualcosa come “Due PhD e un pugno di pannolini
sporchi”, e un sottotitolo lunghissimo che inizia con “Storie di un’Italia che
non si rassegna” per poi immergersi completamente nel tepore appiccicaticcio
dei luoghi comuni.

E invece, all’incrocio tra ispirazione e tempo libero, queste pagine con-
tengono divagazioni che spaziano da un tema all’altro, in fantasiosa impreve-
dibilità. Che se no poi lo scrittore si annoia. Come quella volta che tornati
da Londra, e sono passati tre anni, volevo scrivere un problema basato sul
change ringing. Ma forse gli argomenti solo pensati non contano.

Il change ringing sembra carino, a giudicare da quello che dice l’enci-
clopedia. Si tratta di una pratica diffusa in Inghilterra che consiste nel far
risuonare una fila di campane in una chiesa. Poniamo cinque campane, ognu-
na azionata da un campanaro, formando una delle possibili 5! sequenze di
rintocchi. Un campanaro capo comunica, dopo ogni sequenza, di invertire
l’ordine di esecuzione da parte di alcuni campanari, in modo che le campane
corrispondenti suonino prima o dopo. Cos̀ı alla sequenza 12345 può seguire
la sequenza 21354. Scopo del maestro campanaro, oltre a sopravvivere al
tedio, è di produrre tutte le sequenze possibili, in un ordine qualsiasi e senza
ripetizioni.

I campanari possono anche dotarsi di metodo e autogestirsi, con un algo-
ritmo che determina quali coppie scambiare in funzione di quali sono state
scambiate al passo precedente. Esistono diversi algoritmi che fanno compiere
ai campanari un giro completo delle sequenze possibili. Sicuramente un’idea
da sviluppare.

Chiara: “Ma che c’entra questo adesso?”
Io: “Beh, si lega idealmente sia all’inizio che alla fine di questo testo.”
Chiara: “Ma non ti pare un po’ criptico? E poi sai bene che una prosa

dove tutto ha un peso è illeggibile.”
Io: “E’ stile. E ho già scritto che ho in mente lo scrittore, non il lettore.”
Che lingua biforcuta. Ne è passato di tempo da quando, sempre su quel

divano dove adesso è seduta, le davo un biberon dopo l’altro.
Chiara: “Guarda che ti ho sentito. E comunque fai male.”
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Io: “E tu non te ne approfittare solo perché vivi a due livelli diversi di
realtà.”

Li ricordo bene, quei biberon ciucciati con estrema lentezza. Una cosa che
mi incuriosiva era la scala graduata con una tacca ogni 10 millilitri. Solo che
la sagoma del bibe e’ ergonomica, non un cilindro perfetto, e quindi le tac-
che non sono equidistanti. Mi domandavo allora come facessero a graduarlo
correttamente, e immaginavo che il bibe potesse essere un qualche solido di
rotazione di sagoma nota, visto che qualcuno al computer l’avrà pure dise-
gnata, e quindi volendo con un’integrazione numerica non ci sarebbe voluto
niente a fare i calcoli giusti. Poi, pensavo cinicamente, magari mettevano 10
ml per volta e segnavano il livello raggiunto.

L’estrema lentezza permetteva alla mente di vagare, ma nutrire un neona-
to non è un’operazione meccanica. Spesso le canticchiavo canzoncine, come
quella dei tre cinesi:

“tre cinesi con un contrabbasso
stavan chiacchierando sopra un sasso
passò la polizia: -che cos’è questo fracasso?-
tre cinesi con un contrabbasso”
La perversità della canzone è che questi stessi versi sono poi ripetuti

cinque volte, e ogni volta tutte le vocali sono rimpiazzate con una stessa
vocale. La prima versione, quella “in a”, inizia con “tra canasa can an
cantrabbassa”.

Figura 2.77: Nel mastermind più tosto, i colori possono ripetersi.

E dopo aver canticchiato in “a”, “e”, “i”, “o”, “u” ripartivo da capo e
mischiavo l’ordine. E dopo un po’ cercavo varianti il più possibile eleganti, ad
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esempio ciclando l’ordine da “aeiou” a “eioua” e via dicendo. Per velocizzare
l’esecuzione usavo una vocale diversa per ognuno dei 5 versi, contando che il
terzo è doppio.

Scambiando di posto una coppia di vocali consecutive si ottengono due
sequenze che sono diverse ma che sono anche il più simili possibile. Con
sostituzioni di questo tipo, è possibile percorrere tutte le sequenze possibili
senza ripetizioni e ritornare alla fine a quella di partenza? Se s̀ı, come? Se
no, perché?

Bonus. Nella figura, a colore uguale corrisponde vocale uguale. Sono
rappresentate le vocali in ordine di apparizione in sei parole panvocaliche.
La prima, la terza e l’ultima sono nomi propri di persona maschili (la terza
in particolare ha almeno tre soluzioni alternative, di cui una è il patrono di
Ferrara), la seconda riguarda un elemento non chimico, la quarta un piccolo
contenitore di note e la quinta i fotoni.

(Ciao Miranda!!)

Problema 29: Tre cinesi con un contrabbasso

E’ possibile ordinare le permutazioni di 5 elementi in circolo in modo
che ogni coppia di permutazioni sia identica a quella seguente tranne
per una coppia di elementi consecutivi?

Il piccolo di Fermat, googol divisibili per 7 e

360 palline colorate

Non sempre per lavoro finisco a Madrid. Questa è la volta di Macerata, e
poi di una sosta forzata di un’ora causa neve, e poi Arezzo, e poi si torna a
Torino in un lungo viaggio in auto. Un po’ guardo dal finestrino e dialogo col
compagno di viaggio, ma il tragitto è comunque lungo e finisco per osservare
pigramente e lo scorrere dei pensieri.

Piccolo teorema di Fermat

Ho da poco letto una deliziosa dimostrazione combinatoria del Piccolo
teorema di Fermat. O meglio, riletto. Perché faccio fatica a digerire i con-
cetti di teoria elementare dei numeri, che trovo affascinanti ma difficili da
visualizzare.

Il Piccolo teorema dice che, se prendo un intero n e un numero primo
p, allora np − n è un multiplo di p. Questo fatto non è evidente, anche
perché altrimenti non sarebbe cos̀ı curioso. Certo, se prendo come intero n
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Figura 2.78: Primavera

un multiplo di p allora il risultato diventa una banalità, ma siccome è vero
per qualsiasi valore di n la cosa si fa molto interessante.

Golomb, quello che ha anche inventato i pentamini, propone una dimo-
strazione combinatoria del teorema. Supponiamo di avere una classe di p
bambini. Ogni bambino ha un portapenne contenente pennarelli di n colori
diversi, sempre gli stessi per ogni bambino. E’ evidentemente il primo giorno
di scuola, e non ci sono pennarelli dispersi.

La maestra chiama tutti i bambini attorno alla cattedra, domandando
loro di prendere un pennarello ciascuno e di mettersi in circolo in un certo
ordine fisso e stabilito a priori. Il primo bambino può scegliere tra n colori,
il secondo pure, il terzo idem. In totale i bambini possono presentarsi alla
maestra in np modi diversi. In alcuni casi particolarmente sfortunati, tutti i
bambini hanno lo stesso colore. Questi casi, che sono esattamente n, vengono
ignorati, e tutti i bambini tornano al posto e ripetono la scelta.

L’impostazione cos̀ı descritta porta ad un numero totale di np−n diversi
coloramenti del circolo di bambini. Adesso viene il punto focale dell’argo-
mentazione. Ogni bimbo passa il proprio colore al compagno alla sua sinistra,
con l’effetto di ruotare il coloramento di un posto. Il nuovo coloramento è
necessariamente diverso dal precedente, per il semplice fatto che almeno un
bambino riceverà un colore diverso da quello che ha passato. Abbiamo infatti
esplicitamente escluso le situazioni aventi un solo colore.

Ma la cosa più sottile è che ad ogni passaggio di colori otteniamo sempre
un coloramento diverso, fino a che non saremo ritornati al punto di partenza.
Perché non prima? Se l’esatto ordine iniziale dovesse ripetersi prima di un
giro completo, vorrebbe dire che la sequenza di colori sarebbe composta di
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Figura 2.79: Estate

due parti indistinguibili, dando cos̀ı luogo ad un coloramento di periodo due.
In alternativa, la sequenza dei colori potrebbe essere composta da tre o più
parti indistinguibili, ritornando cos̀ı identica a sè stessa dopo un terzo di giro
o ancora più frequentemente. Ciò però è in contrasto con l’ipotesi iniziale,
cioè che il numero dei bambini è primo, e quindi non divisibile!

Ne concludiamo che ognuno degli np − n coloramenti può, per rotazione,
essere trasformato in altri p − 1. Tutti i coloramenti sono cos̀ı ripartibili in
gruppi di p elementi che sono identici a meno di una rotazione. Che è un
altro modo di dire p è un multiplo di np − n.

Un esempio concreto

Abbiamo ancora molte ore per arrivare a casa, e il teorema è dimostrato.
Dimostrazione molto bella, peraltro, ma sembra di guardare un oggetto in
una vetrina fino a che non lo si prende in mano. Cosa può voler dire in un
caso concreto? Devo fare i calcoli a mente, quindi per limiti personali mi
accontento di un caso piccolo ma non troppo. Dato che posso raccogliere n
per avere n(np−1 − 1), mi stuzzica l’idea di avere n = p − 1. Ad esempio
prendo p = 7 bambini, o nanetti, e quindi n = 6 colori.

Il teorema mi dice che 6(66 − 1) è divisibile per 7. Davvero? Non direi
proprio che sia intuibile. Certamente 7 non divide 6, quindi il teorema mi
assicura che 66−1 è divisibile per 7. Siamo già arrivati? No, e allora continuo
oziosamente i calcoli. Il primo passo, tralasciando un secondo il −1, è di
scrivere 66 = 363.

Il senno di poi è solitamente sottovalutato, pensando che sia troppo co-
mune e di poco valore. In realtà è esperienza preziosa che ci può aiutare
per il futuro, è pur sempre senno. Per vedere che 363 − 1 è divisibile per
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7 si potrebbe togliere da 363 tutti i multipli di 7 possibili, riducendo cos̀ı il
problema ad uno più facile. Nello specifico, 363 = (35 + 1)3 ≡7 13 ≡7 1, cioè
dividendo il cubo per 7 il resto è di 1, e allora 363 − 1 è multiplo esatto. Il
passaggio (35 + 1)3 ≡7 13 scende comodamente espandendo il cubo e osser-
vando che tutti i termini, tranne 13, sono multipli di 7 perché contengono
almeno il fattore 35 che lo è.

Figura 2.80: Autunno

Ma il senno di poi per definizione non è disponibile prima, quindi continuo
ostinatamente con i calcoli. Posso fare 363 a mente? Ecco, 362 è più facile,
lo si fa velocemente per confermare il risultato già memorizzato, che è 1296.
E adesso ci sarebbe da fare 1296 · 36. Uhm.

A pensarci, moltiplicare per 3 sembra facile e moltiplicare per 6 è facile
come raddoppiare un numero, quasi quasi ci provo. Allora, 1296 · 3 = 3888.
Carino, e siccome sto facendo tutto a mente è anche comodo da conservare
un attimo in memoria. Il suo doppio è 7776, quindi voglio vedere se 38880 +
7776−1 è un multiplo di 7. Solo che sto raggiungendo il limite della memoria
mentale e mi sa che fare la somma è troppo difficile. Semplifico perché
facilmente 7775 diviso 7 dà resto 5, e mi rimane 38885.

Ecco che arriva la sorpresa, dividere a mente 38885 per 7. Riproduco
lentamente i passaggi per condividerne la semplicità: il 7 nel 38 ci sta cinque
volte con il resto di 3. Riporto il 3 e abbasso il secondo 8. E siamo punto a
capo! Il 7 nel 38 . . . come prima! Riporto il 3 e abbasso il terzo 8. Riporto
ancora il 3 e abbasso il 5, e finalmente il 7 nel 35 ci sta un numero intero di
volte e la verifica è conclusa.

Prima di farci distrarre completamente dalla divisione particolarmente
agevole, volevo completare il discorso sul Piccolo guardando che 34 − 3 =
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81 − 3 = 78 non è un multiplo di 4. Una delle ipotesi è che la potenza sia
un numero primo, e l’aver preso il 4 impedisce di applicare il teorema. Se
cadono le premesse, non necessariamente troviamo un multiplo intero della
potenza, proprio come è appena successso.

Figura 2.81: Inverno

Dividendo e riportando
Carinamente abbiamo visto che 38885 è un multiplo di 7. Eseguendo il

comune algoritmo di divisione, capiamo subito che il numero di 8 inseriti tra
il 3 e il 5 è ininfluente: sono multipli di 7 il 385, il 3885, e anche il

388888888888888888888888888888888888888888888888888

888888888888888888888888888888888888888888888888885,

che è quasi 39 googol.
E certamente non è l’unico caso. Ad esempio sono divisibili per 8 i numeri

24, 264, 2664, 26664, ecc, e sono divisibili per 6 i numeri 12, 132, 1332, 13332,
ecc.

Stiamo dividendo un numero per un altro creando una sequenza di riporti
costante, rendendo particolarmente semplice la divisione. Vi invito a cercare
altri casi.

In generale, al posto di riportare sempre uno stesso numero, si possono
costruire divisioni in cui riportiamo una qualsiasi sequenza di cifre. Ad esem-
pio, dividendo per 9 il numero 10111111111 ottengo in sequenza come riporti
tutti i numeri da 1 a 8. Al penultimo passaggio mi avanzano 8, abbasso l’1
e 81 è multiplo di 9, terminando l’operazione.

Altro esempio, dividendo per 9 il numero 17888888888 ottengo in sequen-
za i riporti dall’8 all’1.
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Prendo un numerone e lo divido per 9, in modo che la sequenza dei resti
contenga in un qualche ordine tutte le cifre da 1 a 8, ma in modo che due
cifre consecutive non appaiano immediatamente l’una dopo l’altra. Tra le
varie possibilità, prendo il più piccolo numero di questo tipo. Il risultato
della divisione è un altro numero che contiene tutte le cifre positive tranne
una. Quale?

Problema 30: Il piccolo di Fermat, googol divisibili per 7 e
360 palline colorate

Quale cifra positiva non compare nell’intero n
9

se n è il più piccolo
possibile e nell’algoritmo di divisione lunga a mano la sequenza di resti
contiene le cifre da 1 a 8 in modo che due cifre consecutive non siano
generate in passi consecutivi dell’algoritmo?

Una diagonale a posto e una sfasata

C’era una volta un rettangolo diviso in due da una diagonale.

Figura 2.82: Ma era una diagonale buona

Due segmenti un po’ pigri proiettavano i vertici liberi sulla diagonale,
ripartendo cos̀ı il rettangolo in quattro triangoli.

Figura 2.83: Grafo planare con sei nodi tutti di grado tre. Interessante.

A guardar bene, i triangoli erano di due tipi. C’erano i triangoli grandi,
che si tenevano per mano, e i due triangoli piccoli, che si guardavano da
lontano.
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Quando un alligatore lasciava cadere una lacrima sul rettangolo, se questa
centrava uno dei triangoli piccoli, un allibratore dava cinque sterline per ogni
sterlina puntata. Poi, a sua volta, piangeva.

Figura 2.84: Un rettangolo irregolare piegato.

Una lacrimuccia è caduta sulla diagonale, e l̀ı è cresciuto un fiorellino gial-
lo. Con una certa probabilità (quale?) questo fiorellino è spuntato sul confine
tra i due triangoli grandi, per poi vivere probabilmente felice e contento.

Problema 31: Una diagonale a posto e una sfasata

Un rettangolo è diviso da una diagonale e dalle proiezioni dei vertici
sulla diagonale in 4 triangoli. Le aree dei triangoli piccoli sono insieme
1
5

di quella del rettangolo. Qual è la probabilità che, preso a caso un
punto sulla diagonale, questo appartenga al perimetro di entrambi i
triangoli grandi?

Un gioco da poppanti

La piccola Chiara ha 8 mesi (11, ma tanto è solo presente storico), e uno dei
suoi giocattoli preferiti sono le scodelline colorate. Nella scatola c’erano 10
scodelline e una pallina, e sul contenitore era stampata la foto di un bambino
seduto che impila ordinatamente gli oggetti dal più grande al più piccolo, per
poi appoggiarci in cima la pallina come la ciliegina su una torta a 10 piani.

La realtà del Laboratorio Errante, dove Chiara passa le sue giornate, è ben
diversa. Le ciotole sono sparse in ogni dove sul pavimento, tranne le poche
sfortunate che sono cadute tra le grinfie del poppante in fase di dentizione,
che le rosicchia sbavando.

La fattura degli oggetti non è improvvisata, tanto è vero che è facile inca-
strare la ciotola n sopra quella n+1. Immaginiamo di assegnare ad ogni cop-
petta una quantità. Se le coppette sono separate, si può anche immaginare
che queste quantità siano crescenti, e ad esempio potremmo scrivere

a1 < a2 < . . . < a10.
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Figura 2.85: Le ciotoline in tondo.

Figura 2.86: Alcune ciotoline impilate. Ne potrebbe uscire un gioco astratto.
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Possiamo decidere che incastrare due ciotole significa prevedere l’even-
tualità che le relative quantità siano uguali, e quindi trasformare un segno <
in un ≤.

Abbiamo dunque due problemi isomorfi: in quanti modi possiamo inca-
strare alcune ciotole di dimensioni consecutive? O in alternativa: in quanti
modi possiamo mettere tra i numeri a1, . . . , a10 simboli di < oppure ≤?

La ciotola 1 può essere incastrata sulla ciotola 2 oppure no. Sono due
casi completamente indipendenti da quello che succede tra le altre ciotole. La
quantità a2 può essere< oppure≤ di a3, e anche qua ho due casi indipendenti.

Il numero totale dei modi è il prodotto di tutte queste possibilità, cioè
2 · 2 · . . . · 2 = 29. Fin troppo facile.

Figura 2.87: Alcune ciotoline accoppiate a sfera.

Non vorrei lodare troppo questa colata di plastica, ma devo dire che
piacciono molto anche a me, e non intendo da leccare. Le ciotole hanno la
forma di mezza sfera, e non solo possono essere incastrate l’una dentro l’altra
come suggerito prima, ma si può anche farne combaciare due consecutive per
formare una specie di sfera dall’aspetto un po’ asimmetrico.

Si possono formare al massimo 5 sfere con le 10 ciotole. La numero 2
può essere usata per far coppia sia con la numero 1 che con la numero 3, ma
non si possono fare entrambe gli incastri contemporaneamente. O meglio,
in realtà si potrebbero anche formare due sfere una dentro l’altra e con una
metà in comune, ma per questo problema lasciamo stare.

E non dimentichiamoci che con le dieci coppette è inclusa anche una
pallina gialla, che è abbastanza piccola per entrare dentro qualsiasi coppia
di coppette chiuse a sfera. Consideriamo allora tutte le combinazioni delle
coppette che formano almeno una sfera che contenga la pallina gialla. Se le
sfere sono più d’una contiamo come diverse le configurazioni a seconda di
dove mettiamo la pallina.
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Figura 2.88: Cinque sfere, di cui una contiene la pallina.

Fatto? Quante sono in tutto le configurazioni possibili?

Problema 32: Un gioco da poppanti

Da i numeri da 1 a 10 inclusi sono scelte alcune coppie di numeri
consecutivi. Le coppie sono almeno una ed esattamente una coppia è
evidenziata. In quanti modi si può compiere l’operazione?

Intersezioni di cerchi, e poi di ipersfere

Questo è il seguito di qualcosa iniziato molti mesi fa. A gennaio di quest’anno
ho ricevuto da un lettore di questo blog, come dono inatteso, un problemino
simpatico che ho pensato bene di generalizzare. Dopo un periodo passato
a menare il can per l’aia, a guardare l’erba crescere e l’acqua evaporare,
ecco che mi decido a riprenderlo in mano. Se continuo a non oliarli, certi
ingranaggi continueranno a girare molto lentamente.

Per cominciare, ecco come si presentava il problema originario. Ho un
quadrato di lato unitario. Ho un cerchio di raggio unitario centrato in un
vertice, e un cerchio di raggio un mezzo centrato in uno dei segmenti non
contenti il vertice. Si tratta di trovare le coordinate del punto di intersezione
dei due cerchi.

Non ci sono trucchetti: il punto di intersezione richiesto è quello interno
al quadrato, non quello coincidente con un suo vertice.

Il problema è piacevole da risolvere, sia perché si fanno i calcoli e si trova la
soluzione, sia perché questa soluzione, cioè le coordinate del punto, è espressa
da numeri “piacevoli”. Non che i numeri irrazionali siano “spiacevoli” o cose
del genere, ma insomma uno può anche avere delle preferenze. E comunque
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Figura 2.89: Su richiesta, figura realizzabile anche in azzurro chiaro.

no, la soluzione non la scrivo in chiaro, anche perché chi vuole può risolvere
questo ed evitare l’orrore multidimensionale che segue.

La costruzione geometrica può essere interpretata in un altro modo, e
qui serve un po’ di attenzione e di immaginazione. Siamo all’origine del
sistema di riferimento. Ci spostiamo lungo l’asse delle x e disegnamo una
circonferenza di raggio 1. Poi ci spostiamo lungo l’asse delle y e disegnamo
una circonferenza di raggio 1

2
.

Con questa idea siamo pronti a generalizzare ad uno spazio euclideo ad
n dimensioni. Partendo dall’origine, ci muoviamo lungo il primo asse e di-
segnamo una sfera di raggio 1 che dista 1 dall’origine. Muovendoci lungo il
secondo asse di 1

2
dall’origine disegnamo una sfera di raggio 1

2
. Sul terzo asse,

raggio e distanza sono 1
4

e cos̀ı via. Ogni raggio è la metà del precedente ed è
pari alla distanza del centro, di modo che tutte le sfere passano per l’origine.
In simboli, l’i-esima ipersfera ha raggio 2i−1.

In n dimensioni, le ipersfere si incontrano tutte in un altro punto con n
coordinate positive. La somma di queste coordinate diminuisce con il crescere
del numero delle dimensioni. Se questa somma scende al di sotto di uno su
171, quanto vale n?
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Problema 33: Intersezioni di cerchi, e poi di ipersfere

Ci sono n ipersfere in Rn, l’i-esima ha raggio ri = 2i−1 e centro sull’i-
esimo asse, ad una distanza di +ri dall’origine. La somma delle coor-
dinate del punto di interesezione delle ipersfere nell’ortante positivo è
infereriore a 1

171
. Quanto vale al minimo n?

Un quesito di maturità scientifica

Per avere un blog di successo ci sono poche e semplici regole, che Conlemele
rispetta con precisione scientifica per garantirsi una popolarità da prima
serata televisiva: linguaggio chiaro e accessibile, pubblicazioni regolari, temi
di attualità concreti che interessano alla gente, commenti e link ad altri blog
e una pioggia di gettoni d’oro zecchino come gran premio finale.

È per questo che parliamo, a metà settembre, della prova di matematica
della maturità scientifica. Yeah. Personalmente non mi è dispiaciuta, ma
è anche vero che io non ho dovuto sostenere l’esame. Sono solo un onesto
cittadino che paga le tasse e che si scarica i testi della matura e prova a
vedere se è capace di risolvere i quesiti.

Tra le dieci domande ne segnalo per gradevolezza due, e ne risolvo una
terza. Un primo quesito molto carino chiede di dimostrare la formula per il
volume del tronco di cono. Credo che la strada ufficiale sia di interpretarlo
come solido di rotazione e calcolare l’integrale, ma non è male dare per nota
la formula del volume del cono e vedere il tronco come differenza di due coni
con parametri opportuni. E i conti tornano con facili e appaganti calcoli.

Altra segnalazione è per il quesito che dichiara che un triangolo ha lati
lunghi 6, 6 e 5, e chiede la probabilità che un punto casuale uniformemente
scelto all’interno del triangolo disti più di 2 da uno dei tre vertici. Il triangolo
risulta diviso in 4 aree, tre di queste sono “fette di torta” centrate nei vertici
del triangolo e di raggio 2. Pensare di calcolare queste tre aree potrebbe
impedire completamente la risoluzione del problema, fino a che non si arriva
all’illuminazione: non ci servono le tre aree separatamente, ma l’area della
torta completa, che guarda caso si trova molto facilmente. (“Torta”, “pie”,
π, area del cerchio, ... adesso tutto torna).

In questo post risolvo invece questo quesito: trova il minimo di

f(x) = (x− 1)2 + (x− 2)2 + . . .+ (x− 5)2.

Non so precisamente di quali strumenti dispone lo studente, una volta
finita la quinta, ma per fortuna non riceverò nessun voto.
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Approccio algebrico
La funzione ha una discreta simmetria, caratteristica da sfruttare al volo.

Per rendere questa simmetria esplicita, definiamo una nuova variabile y =
x− 3, in modo da scrivere il polinomio equivalente

g(y) = (y − 2)2 + (y − 1)2 + y2 + (y + 1)2 + (y + 2)2.

La trasformazione è una traslazione orizzontale che non cambia il valore del
minimo.

Sviluppando i quadrati si elidono tutti i doppi prodotti, e quindi

g(y) = 5y2 + 2(22 + 1) = 5y2 + 10.

La funzione è sempre positiva, quindi il minimo si ha per y = 0 = x− 3, cioè
per x̂ = 3, dove il cappello sopra la x indica che per quel valore la funzione
è minima. E vale f(x̂) = 10.

Ottimizzazione
Forse la strada che un bravo studente avrebbe dovuto seguire è quella

dell’ottimizzazione, ponendo a zero la derivata prima:

f ′ =
∑

2(x− i) = 2 · 5 · x− 2
∑

i = 10x− 30 = 0.

I calcoli sono semplicissimi, e il risultato è lo stesso di prima.
Perturbazione
Confesso di essermi scervellato per trovare il minimo in modo alternativo.

Dopo un po’ di tentativi andati a buca, ecco che ho completato il metodo che
segue, che ad un’analisi più attenta risulta non essere altro che l’azzeramento
della derivata prima ma con un approccio meno generale e un po’ rétro.

Consideriamo la generalizzazione della funzione:

f(x) =
n∑
i=1

(x− i)2,

che ha minimo ŷ = f(x̂) che ci riproponiamo di trovare.
Con semplici passaggi posso calcolare la funzione in corrispondenza della

somma o della differenza di due valori:

f(a± b) =
∑

(a± b− i)2 =
∑

(a− i)2 +
∑

b2 ± 2b
∑

(a− i).

E qua il punto fondamentale è che la nostra funzione si comporta molto bene,
perché nel primo addendo a destra ritroviamo f(a). Gli altri due addendi
sono rispettivamente nb2 e 2b

(
na− nn+1

2

)
, quindi per riassumere

f(a± b) = f(a) + nb (b± (2a− (n+ 1))) .
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Armati di questo calcolo, possiamo pensare di calcolare la funzione un
po’ a destra e un po’ a sinistra di x̂, scrivendo

f(x̂± ε) = f(x̂) + nε(ε± (2x̂− (n+ 1))) ≥ f(x̂),

dove per definizione di minimo, allo spostarci di un qualsiasi ε ≥ 0 da x̂
otteniamo un valore non inferiore a f(x̂). Da questa disuguaglianza, e siccome
anche nε è non negativo, deduciamo che la parte tra le parentesi più esterne
deve essere non negativa:

ε± (2x̂− (n+ 1)) ≥ 0,

il che, separando i due casi contenuti in ±, ci porta a dire

n+ 1

2
− ε

2
≤ x̂ ≤ ε

2
+
n+ 1

2
.

Questo vale per ogni ε quindi abbiamo rinchiuso x̂ in un intervallo piccolo a
piacere. Per ε = 0 troviamo

x̂ =
n+ 1

2
,

che concorda con i calcoli precedenti per n = 5 e che, a giudicare dalla
simmetria della funzione, si poteva giudicare ovvio. In matematica, con gli
“ovvio” ci riempono le fosse.

SQL è disuguaglianza triangolare

In questo articolo intendo, con un esempio tratto dalla mia realtà lavorativa,
mostrare un legame inaspettato tra un’applicazione informatica e una teo-
ria matematica. Legami di questo tipo sono talvolta difficili da individuare,
perché se da un lato la pratica è travolgente e “sporca”, dall’altro la teoria
è complicata e distaccata. Ricondursi ad una teoria comporta solitamente
l’astrazione di una situazione concreta, esercizio a volte difficoltoso ma po-
tenzialmente utile perché può dare fondamento a quella che altrimenti è solo
un’intuizione.

Parlo di SQL, che è un linguaggio informatico per interrogare (query)
database. Per semplicità, consideriamo un database composto da una singola
tabella, con un certo numero di righe (record) e un certo numero di colonne
(campi). Con l’SQL è possibile effettuare operazioni su tutti i valori presenti
in determinati campi, come ad esempio totalizzare il contenuto di un campo
numerico o estrarre tutti i valori univoci di un campo alfanumerico.

Supponiamo di avere un database con due campi, uno che presenta n
valori distinti e uno che contiene valori numerici sia positivi che negativi.
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Siano i record del database partizionati sulla base del primo campo, quindi
il generico record x appartiene necessariamente ad uno degli insieme A1, . . .,
An, la cui unione determina l’insieme complessivo A.

Un esempio è una tabella contenente tutti i movimenti di cassa di un
conto corrente nel corso di un anno. In questo caso n = 12, e A3 rappresenta
l’insieme delle righe riferite al mese di marzo. Chiamiamo f(x) il valore
numerico del flusso di cassa situato nel record x. Il saldo finale a fine anno è∑

x∈A

f(x),

che è uno dei classici risultati che si possono calcolare agevolmente in SQL.
Poniamo ora di essere interessati al totale delle entrate, vale a dire di

ignorare le righe con f(x) negativo. Matematicamente stiamo usando la
funzione ()+, chiamata parte positiva. Si definisce (z)+ = z se z ≥ 0, ed è
(z)+ = 0 se z < 0. Siamo però di fronte ad un ostacolo, perché SQL non
calcola la funzione ()+ sui dati di una singola riga, cos̀ı come non calcola la
funzione max tra due valori. Al più può trovare il max tra tutti i valori di
un campo, ma la funzione non può essere usata per determinare il massimo
tra due numeri, anche perché in caso contrario avremmo potuto scrivere
max(x, 0) invece di ()+.

E’ anche vero che in SQL si possono fare filtri per escludere i valori nega-
tivi, ma nel mio esempio questi valori dovevano essere invece posti a 0. Come
fare senza la funzione che calcola la parte positiva? Si dà il caso che in SQL
ci sia la funzione abs che calcola il valore assoluto dell’input. Per chi vuole
distrarsi, propongo di interrompere la lettura e di provare invece a definire
la funzione ()+ avendo a disposizione solo abs e le quattro operazioni. La
soluzione sarà data a tradimento più sotto.

La funzione ()+ non è lineare, quindi l’applicarla in varie fasi di raggrup-
pamento porta a risultati diversi. Ad esempio la si può applicare a monte, su
ogni riga del database, per trasformare in 0 tutte le transazioni negative. La
comparazione che mi sono ritrovato a fare prevedeva invece di applicarle in
fasi successive di raggruppamento. In un primo caso consideravo solo i saldi
mensili positivi, sommandoli poi insieme:

n∑
i=1

(∑
x∈Ai

f(x)

)
+

;

un secondo caso considerava il saldo totale solo se positivo:(∑
x∈A

f(x)

)
+

=

(
n∑
i=1

∑
x∈Ai

f(x)

)
+

.
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Dalle mie estrazioni sembrava che il primo risultato fosse sempre maggiore o
uguale al secondo. E’ sempre vero? Perché? lo si può dimostrare?

Cos̀ı come descritto, il problema potrebbe sembrare fin troppo semplice,
ma è appena il caso di dire che capire cosa stesse succedendo nella situazione
reale non era altrettanto palese: molti campi e molte tabelle aggiunte in
tempi diversi, una partizione meno visibile rispetto ai mesi di calendario e
un significato più articolato di semplici transazioni monetarie contribuivano
a confondere le acque. Quindi già la formulazione in termini matematici è
stata di grande aiuto.

Per proseguire nell’astrazione, chiamo yi =
∑

x∈Ai f(x), quindi quello che
succedeva empiricamente era che

(y1 + . . .+ yn)+ ≤ (y1)+ + . . .+ (yn)+.

Per tornare al problema della mancanza della funzione ()+ in SQL, una
soluzione è scrivere

(x)+ =
x+ |x|

2
.

Chi si fosse perso l’occasione di trovare autonomamente questa formuletta
rimedi ora verificando che sia corretta. Usando questa formula, dobbiamo
allora dimostrare che

y1 + . . .+ yn + |y1 + . . .+ yn|
2

≤ y1 + . . .+ yn
2

+
|y1|+ . . .+ |yn|

2
,

che equivale a

|y1 + . . .+ yn| ≤ |y1|+ . . .+ |yn|,

che è sempre vera!
Quest’ultima equazione è infatti una generalizzazione della disuguaglian-

za triangolare. Se immaginiamo di avere un poligono di n + 1 lati, e di
individuare un lato principale, il suo vettore è determinato dalla somma dei
vettori di tutti gli altri lati, quindi la sua lunghezza è |y1 + . . .+yn|. Tutti gli
altri lati, insieme, determinano una spezzata che connette i due vertici toc-
cati dal lato principale, e che ha lunghezza |y1|+ . . .+ |yn|. Per definizione il
primo segmento, essendo rettilineo, deve connettere i due vertici percorrendo
la strada più breve, il che giustifica l’equazione.

Nel nostro caso abbiamo scalari invece di vettori, ma il ragionamento sta
in piedi comunque immaginando che siano proiezioni di vettori sulla retta rea-
le. Una dimostrazione rigorosa può ad esempio partire dalla disuguaglianza
triangolare base,

|y1 + y2| ≤ |y1|+ |y2|,
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ed estendere poi il numero di dimensioni tramite ricorrenza. Poiché questa
disuguaglianza è vera, diciamo che la funzione valore assoluto è sub-additiva.

In conclusione, il processo di astrazione mi è stato utile sia per apprendere
maggiori informazioni sul lavoro che stavo facendo grazie alla sua matematiz-
zazione, sia per validare teoricamente l’intuizione costruita per via empirica
che il totale diminuiva con l’aumentare del grado di raggruppamento. Come
effetto collaterale, che personalmente non riesco a considerare meno impor-
tante, la possibilità di essere coinvolto in un’attività delle più umane: usare
il cervello.

Problema 34: SQL è disuguaglianza triangolare

Palchetto

La stanza è elegante e ristrutturata di recente. Gli elementi di arredo non
sono poi molti, qualche armadio, tende, il tavolone centrale. E’ un’aula
riunioni.

In questo paragrafo, immaginatevi uno di quei pastoni in cui racconto
che una riunione non è necessariamente l’opposto di innovazione, ma critico
che le riunioni sono spesso una perdita di tempo, e dove forse poi correggo
il tiro e forse no, e magari elevo la riunione a simbolo di pianificazione con-
trapponendola all’azione, dove convengo sull’utilità di entrambi e finisco col
ripetere che la virtù sta nel mezzo, invoco il buonsenso, alieno buona parte
dei lettori, faccio a pugni con l’italiano e cose cos̀ı.

La cosa più bella della stanza è indubbiamente il pavimento in legno, un
pachetto con un motivo geometrico abbastanza elaborato da catturare la mia
attenzione. Il disegno forma un quadro che si ripete.

I listelli hanno tutti la stessa larghezza, credo per renderne più semplice
la realizzazione. Quello che resta del quadro sono quattro quadrati centrali
uguali e dodici triangoli laterali.

La dimensione dei quadrati e dei triangoli dipende dalla larghezza dei
listelli. Può l’area totale dei quattro quadrati essere la stessa dell’area totale
dei dodici triangoli? Se s̀ı, per quante larghezze possibili dei listelli?

Problema 35: Palchetto
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Figura 2.90: In gloriosa grafica vettoriale. Realizzabile anche con riga e
compasso.

Per quanti valori di larghezza dei poligoni arancioni in figura, le aree
marroni e gialle si equivalgono?

Spirale romboidale

Nelle prime giornate fredde finita l’estate, non c’è niente di più piacevole che
dedicarsi a qualche conticino di quelli facili facili che tornano anche senza
pensarci troppo. E’ quello che si propone di fare Lorella tirando qualche
segmento su un foglio di carta quadrettato.

Il punto di partenza ha coordinate (0, 1). E’ sicuramente un punto di
partenza più fortunato di altri, per i quali si ci accontenta di accompagnare
con un dito puntato un vago “questo”. E invece il punto di Lorella è proprio
questo, proprio ad un centimetro di distanza verso l’alto dall’origine. Con
un primo segmento la ragazza lo unisce al punto (1, 0), e poi successivamente
congiunge anche i punti (0,−1) e (−1, 0). Tutti punti rispettabilissimi. Con
tre segmenti c’è già quasi un rombo.

Il gioco però rischia di finire troppo presto, e dopo questo primo giro quasi
completo la ragazza non ritorna al punto iniziale ma decide di congiungere
in sequenza altri quattro punti: (0, 2), (2, 0), (0,−2), (−2, 0).

E perché fermarsi? Adesso è la volta di (0, 3), (3, 0), (0,−3) e (−3, 0), e
cos̀ı via.



114 CAPITOLO 2. PROBLEMI

Dopo un certo numero di giri, è il momento di aggiungere un po’ di colore.
Tagliando idealmente la spirale con gli assi cartesiani forma quattro forme
triangolari centrali e un bel numero di trapezi. Nel primo quadrante colora
una zona s̀ı e una no partendo dalla prima più vicina all’origine, nel secondo
parte dalla seconda, nel terzo dalla prima e nel quarto dalla seconda.

Figura 2.91: Un labirinto impossibile.

L’area totale colorata è di 405 centimetri quadrati. Di quanti segmenti è
composta la spirale?

Problema 36: Spirale romboidale

Si tracciano n segmenti unendo ordinatamente i punti (0, 1), (1, 0),
(0,−1), (−1, 0), (0, 2), . . . e si colorano partendo dall’origine le zone
dispari nei quadranti dispari e pari nei quadranti pari. Le zone colorate
hanno area 405, quando vale n?

Cerchi e quadrati

E a te cosa piacciono di più, i cerchi o i quadrati? A mia discolpa i cerchi
già esistevano, quando sono nato. E poi l’unica cosa che ho imparato è che
nella vita si scrive senza apostrofo.
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Il cerchio iniziale ha un suo fascino. Di raggio unitario, possiamo anche
già fare che centrarlo nell’origine. Anche il quadrato in cui è iscritto non
è malaccio. Se non ci scandalizziamo troppo possiamo dire che ha raggio
unitario anche lui, ma basta inclinare solo un po’ la testa, 45 gradi posson
bastare, per giurare che forse il suo raggio è

√
2. Questione di punti di vista.

Già che ci siamo il cerchio lo chiamiamo C1, mentre al quadrato faremo
riferimento con una perifrasi.

Figura 2.92: Vitruvio

Concentriamoci su uno dei quattro vertici del quadrato. Fissiamo questo
punto molto intensamente e sentiamoci sempre più rilassati. Usiamo questo
punto come centro per tracciare un cerchio, C2, tangente a C1. Ripetiamo
sugli altri tre vertici e abbiamo un totale di quattro nuovi cerchi, che però
chiamiamo tutti C2. Non sta in piedi? Facciamo allora che C2 è l’insieme
dei cerchi di secondo livello. Stiamo raggiungendo uno stato di rilassamento
profondo completo. Per dare un tocco di qualità, anche i cerchi C2 sono
ingabbiati da quadrati.

Figura 2.93: Un tavolo e quattro sedie
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Il cerchio C1, come metafora del gigante su cui un cerchio C2 sale in
spalla per espandere la frontiera della conoscenza. E ogni cerchio C2 è a
sua volta un gigante per un cerchio C3, costruito secondo le stesse regole:
a esso tangente e centrato nel vertice esterno al centro e sulla bisettrice del
quadrato nel quale il cerchio è inscritto. La cultura si approfondisce sempre
di più, in un ambito sempre più ristretto. E la sfilza di esperti sempre più
esperti e sempre più piccoli continua con i cerchi C4, C5, C6 e andare.

Figura 2.94: Appendice dell’appendice

Bene, e con tutto ciò? Torniamo al cerchio iniziale, al suo raggio 1, al
quadrato, e al miraggio del suo raggio

√
2. Segnamo un confine, un cerchio

centrato nell’origine e di raggio 1 +
√

2. Quanti cerchi C1, C2, C3 possiamo
disegnare prima di varcare questo confine?

Figura 2.95: Qualcosa come una fine
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Problema 37: Cerchi e quadrati

Un cerchio C1 di raggio unitario è inscritto in un quadrato. Si disegna
una sequenza di cerchi Ci dove i-esimo è tangente all’i − 1-esimo ed
è centrato nel vertice più lontano dall’origine del quadrato nel quale è
inscritto il cerchio i − 1-esimo. Qual è il primo i per cui il cerchio Ci
interseca il cerchio concentrico a C1 e di raggio 1 +

√
2?

Ipercubi che lasciano il segno

Riprendo un post di qualche anno fa e lo generalizzo. L’idea non è ecces-
sivamente difficile, come invece lo è il descriverla. Potrei avere difficoltà a
raccontare di spazi Euclidei a n dimensioni. In questi casi c’è sempre il perico-
lo che l’intuizione inciampi, ma lascio al volenteroso lettore che ha compreso
il mio intento, il compito di indicarmi la strada corretta o una scorciatoria.

Nel post originario consideravo due cubi, ciascuno dei quali aveva un
vertice coincidente col centro dell’altro. Il solido ottenuto dalla loro unione
è facilmente visualizzabile, e ne proponevo lo sviluppo in modo da poterlo
creare ritagliando un foglio di carta. In alternativa si può anche costruire
l’oggetto incollando 15 cubetti uguali formando due cubi 2 × 2 × 2 con un
cubetto in comune.

Il quesito era pertinente alle tre dimensioni: qual è il volume da aggiun-
gere alla figura per renderla convessa?

Mi cimento ora nel mostrare una generalizzazione in n dimensioni. Non
è detto che non si possa estendere il problema in altri modi, o che quello che
qua presento sia il più naturale. La strada che ho seguito è quella di catturare
uno degli aspetti del problema, che trovo particolarmente interessante, e di
applicarlo in più dimensioni.

Invece di pensare a due cubi che si toccano, la figura può essere costruita
immaginando un cubo solo che trasla nello spazio. Tutti i punti che tocca
durante la traslazione, ma che non appartengono né alla posizione iniziale
né a quella finale, concorrono alla formazione del volume da aggiungere alla
figura per renderla convessa.

Da qui in avanti, sottointendiamo l’unità di misura, che sarà una generica
u per misure lineari, u2 per superfici e cos̀ı via. Ragioniamo in due dimensioni,
immaginando un quadrato di lato 2. Dalla posizione iniziale a quella finale,
il quadrato si sposta in direzione (1, 1).
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Figura 2.96: Spostamento di un quadrato

La parte di piano attraversata dal quadrato è costituita da due triango-
li, ed è facile calcolare in modo diretto la loro area. Insieme formano un
quadrato di area 1, un quarto del quadrato che si è mosso.

Figura 2.97: Ci interessa generalizzare questi triangoli

Tra i vari modi di calcolare l’area di questi triangoli, ne propongo uno
un po’ più contorto ma che tornerà utile. Nel movimento, ci sono solo due
dei quattro lati del quadrato che “spazzano” il piano. La parte di piano che
spazzano non si sovrappone, e forma sia i triangoli, di area T , sia tutto il
quadrato in posizione di arrivo, di area 4, tranne l’intersezione con il quadrato
in posizione di partenza, intersezione che ha area 1. In totale questa parte
di piano ha area 4, quindi

4 = T + (4− 1),

da cui T = 1.
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Figura 2.98: Principio di Cavalieri

Come faccio a sapere che la parte di piano spazzata ha area 4? Per prima
cosa perché quest’area si divide a metà in due parallelogrammi simmetrici,
che posso “raddrizzare” mantenendo inalterata l’area (principio di Cavalieri)
per ottenere due rettangoli. E poi l’area di ciascun rettangolo si calcola molti-
plicando la base, che è il segmento lungo 2, per l’altezza, che è la componente
del vettore spostamento ortogonale alla base e che è lunga 1.

Questo approccio per il calcolo di T può essere esteso in n dimensioni. La
strategia cos̀ı come è delineata è quella di estendere l’area spazzata, l’area
del quadrato in posizione di destinazione e l’area dell’intersezione, in modo
da determinare T per differenza.

I due elementi più semplici sono gli ultimi due. Intanto l’oggetto che si
muove, e che in una dimensione è un segmento, in due un quadrato e in tre
un cubo diventa un n-cubo, o ipercubo. Il suo volume è dato da 2n, giacché
ogni dimensione è ortogonale alle altre, e tutti i lati sono uguali.

L’intersezione è 1, alias 1n. Sembra paradossale perché resta costante
mentre il volume degli ipercubi cresce a dismisura. Molto curioso, se si pensa
che questa intersezione tocca comunque i centri degli n-cubi.

Adesso passiamo al calcolo del volume spazzato. Questo è determinato
da metà delle facce dell’n-cubo, che sono n. Il numero di facce totali è 2n,
perché per ciuscuna dimensione ci sono due facce ad essa ortogonali.

Ogni faccia ha superficie 2n−1. Nel piano è il segmento lungo 2, nello
spazio un quadrato di area 4, in quattro dimensioni è un cubo di volume 8 e
cos̀ı via.

Prima intuizione: il volume spazzato si ottiene come base per altez-
za. L’altezza è unitaria, essendo la componente del vettore spostamento
ortogonale alla base. Quindi l’area totale è n · 2n−1.
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Seconda intuizione: il volume spezzato rispetta il principio di Cavalieri e
può essere richiuso a formare l’n-cubo in posizione di arrivo.

Mettendo insieme i pezzi,

n · 2n−1 = T + (2n − 1),

e allora

T = 2n−1 · (n− 2) + 1,

che per n ≥ 1 inizio con

T = 0, 1, 5, 17, 49, 129, 321, 769, 1793, 4097.

Il primo caso è degenere: traslando un segmento lungo 2 per un tratto
lungo 1 abbiamo due segmenti che si sovrappongono, e non si deve aggiungere
nulla per ottenere la convessità.

Il caso 2D è quello dimostrato nell’articolo, e per il caso 3D si rimanda
all’articolo citato all’inizio. Per le altre dimensioni mi appoggio alle due
intuizioni di cui sopra. Starà in piedi tutto il ragionamento?

Passo doppio binario

Ecco 10 scacchiere. L’ottava è, di tutte, quella più famigliare. Non che le
altre abbiano forme strane o irregolari. Sempre quadrati divisi in quadrati.
Il numero di quadrati per lato, però, varia tra 1 e 10. Vanno in scala come
una serie di stampi per budini.

Figura 2.99: Quanti quadrati bianchi? In generale?

Non importa se c’è anche una “scacchiera” che ha solo una riga e una
colonna, l’importante è partecipare.
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Tanto poi alla fine ne useremo solo una, sulla quale la nostra unica pedina
avrà un unico tipo di movimento, il passo doppio binario.

Il passo doppio binario è un movimento composito, che consiste nel per-
correre una casella disegnando un binario, sostare sulla casella di riposo,
percorrere una terza casella disegnando un secondo binario e arrestarsi nella
quarta casella. Tutti gli eventuali binari già presenti sulla scacchiera devono
essere percorsi cos̀ı come sono stati tracciati e si aggiungono ai tre tempi del
passo doppio binario.

La realtà è piena di cavilli. Eccoli:
(1) la pedina si suppone posizionata su una casella, e si sceglie una delle

quattro direzioni su, giù, destra o sinistra.
(1a) alla pedina non è concesso tornare sui suoi passi, quindi se pro-

viene da una certa casella non può fare dietro front. Potrà cambiare dire-
zioni alle mosse successive, ma un movimento verso l’alto non può essere
immediatamente annullato da un movimento verso il basso.

(1a) la pedina non può uscire dalla scacchiera, quindi se è su una casella
periferica avrà possibilità di movimento ridotte.

(2) la pedina si sposta nella nuova casella adiacente alla prima.
(3) si ripetono i punti precedenti altre tre volte, in modo che la pedina

avrà attraversato tre caselle, diciamo la A e la B e la C, per poi terminare
la sua corsa nella D.

(4) sulle caselle A e C si costruiscono dei binari secondo il movimento
della pedina.

(4a) una casella contenente un binario può essere attraversata solo per-
correndolo.

(4b) attraversare una pedina contenente un binario non conta come parte
del movimento.

Scegliamo una casella a caso tra le 385 delle 10 scacchiere di cui sopra e
adagiamoci sopra la pedina. Qual è la probabilità di coprire interamente la
scacchiera di binari?

Problema 38: Passo doppio binario

Si sceglie una casella a caso tra quelle di 10 scacchiere di lato 1, . . . , 10.
Da qui, si muove una pedina con mosse composite di 4 parti, ciascuna
parte sposta senza inversioni di moto in una casella adiacente ortogo-
nale. Il passaggio per caselle già attraversate in parti di mossa dispari
non viene conteggiato e può essere fatto solo seguendo la direzione del
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Figura 2.100: Movimento base e caso di binari già tracciati.

primo passaggio. Qual è la probabilità che sia possibile attraversare in
parti di mossa dispari tutte le caselle della scacchiera?

Strisce colorate che si intrecciano

Abbiamo a disposizione quattro strisce di carta in quattro colori diversi,
rosso, giallo, verde e blu. Dopo aver chiuso ad anello ogni striscia, la si
schiaccia in modo da avere un doppio rettangolo di carta, tre volte più lungo
che largo.

Figura 2.101: Prospettiva non inclusa

Questi rettangoli possono essere inseriti l’uno dentro l’altro, facendo at-
tenzione a che ciascuno sia contemporaneamente dentro il precedente e at-
torno al successivo. Possiamo cos̀ı incastrare i rettangoli tra di loro.
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Mantaniamo i rettangoli sempre allineati agli assi cartesiani, due oriz-
zontali e due verticali, e facciamo combaciare ogni rettangolo con tre caselle
di un’ideale scacchiera. Ogni rettangolo occuperà una casella in completa
autonomia, e altre due in compresenza con altri rettangoli, una volta copren-
do e una volta coperto. Questa situazione non cambia facendo scorrere il
rettangolo di una casella tenendo immobili gli altri.

Figura 2.102: Simmetrica bellezza.

Passiamo da una configurazione all’altra solo con il movimento di un
rettangolo per volta. E’ possibile ottenere in sequenza tutte le disposizioni
per poi tornare a quella di partenza?

E se i rettangoli fossero 8, ciascuno lungo 5?

Problema 39: Strisce colorate che si intrecciano

Si possono ottenere in sequenza tutte combinazioni di 8 lampadine,
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azionandone solo una per volta e ritornando alla sequenza di partenza?

Funzioni a scalini

Ci servono delle funzioni a gradini. Le usiamo per scendere e sono costanti
a tratti.

Figura 2.103: Qui

I tratti verticali sono colorati per figura, anche se non appartengono alle
funzioni ma sono regioni di discontinuità. Il numero di discontinuità è pari,
il numero di gradini è dispari e nel gradino intermedio la funzione vale zero.
Quello intermedio può essere l’unico gradino della funzione, che allora non
ha discontinuità.

Figura 2.104: Quo
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L’altezza dei gradini è unitaria. La lunghezza di ogni gradino è un numero
intero positivo.

Figura 2.105: Qua. Ma la corretta attribuzione cromatica non è garantita

Quante funzioni possiamo disegnare nell’intervallo tra 0 e 11?

Problema 40: Funzioni a scalini

Quante funzioni tra 0 e 11 sono costanti a tratti di lunghezza intera
positiva, sono monotone decrescenti, hanno un numero dispari di tratti
e nel tratto intermedio valgono 0?
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Capitolo 3

Soluzioni

SOL - Una circonferenza all’angolo

L’area del triangolo rettangolo di cateti a e b si può calcolare come ab
2

e

come baseh
2

, dove base è l’ipotenusa del triangolo e h l’altezza relativa. Per

Pitagora, vale anche che base2 = a2 + b2, da cui ricaviamo che h2 = a2b2

a2+b2
.

Dall’ipotesi che b = 9a si può scrivere h2 = 81a4

82a2
, da cui h = 9a√

82
.

Il triangolo rettangolo in alto è proporzionale a quello in basso con fattore
di proporzionalità k. Ha dunque cateti ak e bk. Se r è il raggio del semicerchio
inscritto nel rettangolo, allora l’area del triangolo si può calcolare come abk2

2

sia scomponendo il triangolo in un quadrato di lato r2 e in due triangoli di
area (ak−r) r

2
e (bk−r) r

2
. Se ne ricava che abk2 = (ak+bk)r, da cui k = a+b

ab
.

Ricordando che r = b = 9a, allora k = 10.
La distanza del centro dal suolo è la somma delle altezze dei due triangoli,

cioè h e hk, ossia 11h = 99a√
82

. Si tratta ora di trovare un a tale che a2 =

u2 + v2 che renda intero il rapporto. Nel caso specifico si vede facilmente che
a = 12 + 92 = 82 è l’unica soluzione, il che semplifica il denominatore e porta
a concludere che 11h = 99.

SOL - Cubo senza un vertice

Il solido è la differenza dell’n-esimo numero cubico e dell’n−1 esimo numero
tetraedrico. Chiamiamo quest’ultimo Tn−1.

Il problema è calcolare, in generale, Tn. Questo è la somma di n numeri
triangolari, quindi

∑n
i=1

∑i
j=1 j. Sapendo che la somma dei primi n numeri

è 1+n
2
· n, e che la somma dei primi n quadrati è 1

3
· n ·

(
n+ 1

2

)
· (n+ 1), si

può calcolare Tn = 1
2

∑n
i=1(i+ i2).

127
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Sviluppando arriviamo a Tn = n
6
(n2 + 3n + 2). Ad esempio, T1 = 1,

T2 = 4, T3 = 10, ecc. In particolare, T10 = 220.

La risposta al problema è allora semplicemente 113 − 220 = 1111.

SOL - La cosa più meravigliosa del mondo

Ragioniamo per coppia e indichiamo con X ∼ Y l’evento che X e Y si
verificano nello stesso giorno, X ≺ Y l’evento che X precede temporalmente
Y . Indichiamo poi con xi l’i-esima prima occorrenza di X, con i = 1, . . . , 5
(prima, dopo un giorno, una settimana, un mese e sei mesi).

Calcoliamo P(X ∼ Y ) = 1
3602
· 360, perché sia X che Y hanno una proba-

blità su 360 di verificarsi in un giorno dell’anno qualsiasi per il numero dei
giorni.

Posto che X ≺ Y , Y ha 359 posizioni equiprobabili. In 10 di queste
Y “tocca” Y in un certo punto. Può infatti toccare x2 con y1, o x3 con
y1,2, o x4 con y1,2,3 o infine x5 con y1,2,3,4. Per simmetria, la probabilità
che X preceda Y è la metà del complemento della probabilità che X ∼ Y ,
cioè P(X ≺ Y ) =

(
1− 1

360

)
1
2

= 359
2·360 . Quindi, la probabilità che X e Y si

tocchino, pesata con la probabilità che X ≺ Y è 10
359
· 359
2·360 = 10

2·360 .

Considerando che il caso simmetrico Y ≺ X presenta gli stessi casi, si ha
10

2·360 · 2 + 1
360

= 11
360

.

In alternativa, possiamo ragionare sul singolo. Fissiamo X e notiamo che,
siccome |X − Y | < 360, allora Y ha 360 + 359 posizioni diverse possibili. La
probabilità che capiti in una posizione qualsiasi è 1

2·360 , e la probabilità che
capiti proprio su X è 2

2·360 . Ai 10 casi di sopra contiamo anche quelli che
si ripetono uguali invertendo l’ordine di x e y, per un totale di 20 casi. In
media abbiamo ancora 1

2·360 · 20 + 2
2·360 · 1 = 11

360
.

SOL - Ferrara 2013 - Divertissement 18-20

Diver18 Avendo le piramidi la stessa altezza, basta considerare la distanza
tra i centri dei quadrati. Per Pitagora, tra due centri ho una distanza di un

lato ` in una direzione e `
2

nell’altra. Dunque
√

`2

4
+ `2 = `

2

√
5 =

√
5
2

.

Diver19 L’area sotto l’arco a sesto acuto di raggio R è R2 π
6
− R2

√
3
4

,
trovabile come un sesto dell’area del cerchio più un sesto della differenza tra
cerchio ed esagono regolare inscritto.

Le aree dei tre archi a tutto sesto sono r2π
2
· 3, dove R = 6r, e sono da

togliere. Svolgendo i calcoli si arriva a R2

4
(π −

√
3) = π−

√
3

4
.
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Diver20 Per ipotesi R = 14r. Chiamiamo x il raggio del cerchio incogni-
to. Si può scrivere il raggio del cerchio muovendoci di 45 gradi contando il cer-
chietto esterno, cioè 2r, il raggio del cerchio incognito, x, e poi la diagonale del
quadrato di lato x+2r. Risolvendo per x si trova x = 10r

√
2+8r = 10

√
2+8.

SOL - Le parabole davanti al carro

Se f = x2 e g = N−x2, le coordinate x di intersezione risolvono x2 = N−x2,
cioè x = ±

√
N
2

. Si inizia a vedere che N deve essere due volte un quadrato.

Chiamiamo x1 e x2 le ascisse dei due punti di intersezione. L’area dell’in-
tersezione è ∫ x2

x1

(g − f)dx = N(x2 − x1)− 2
x3

3
|x2x1 ,

da cui l’interszione risulta 2
3
N
√

2N . Perché sia un intero, N deve contenere
un fattore 2 per semplificare il 2 sotto radice e un fattore 9 per semplificare
il 3 al denominatore. Le soluzioni sono infinite della forma 2 · 32 · s2, e la
soluzione minore si ha per s = 1, da cui N = 18.

SOL - Parallelogrammi tra due di un tipo e

uno dell’altro

Per iniziare, notiamo che entrambi i parallelogrammi sono dei rombi, per cui
la loro area è il semiprodotto delle diagonali.

Per il primo rombo, usiamo un approccio analitico. Per comodità, ruo-
tiamo la figura in modo che un vertice con centro di cerchio abbia coordinate
(0, 0), e sia disegnato nel primo quadrante.

Le rette per (0, 2) e (2, 0) e tangenti al cerchio hanno equazioni y =
2−
√

3x e
√

3y = 2− x.
Si ricava, mettendo a sistema, che un vertice del rombo è (vx, vy) =(
2

1+
√
3
, 2
1+
√
3

)
.

L’altro vertice del rombo è (2 − vx, 2 − vy), e la loro distanza, che è la

diagonale minore del rombo, è
√

2(2vx − 2)2 = 4(2−
√
3√

2
.

La diagonale maggiore del rombo coincide con quella del quadrato, 2
√

2,
quindi l’area è 4(2− sqrt3).

Quest’area è maggiore di uno, perché 8− 4
√

3 > 1 è come dire, portando
solo la radice a destra, che 7 > 4

√
3, ed elevando al quadrato equivale a

49 > 48, che è vero.
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Per il secondo rombo, considero il triangolo rettangolo con cateto pari
alla semidiagonale di uno dei quadrati, con cateto (considerabile come base)
b passante per i centri dei quadrati e ipotenusa a tangente al cerchio.

L’area del triangolo si può calcolare come b
√
2

2
o come a·1

2
+ 1·

√
2

2
, da cui

a =
√

2(b− 1).
Per Pitagora, a2 = b2 + 2, cioè 2(b − 1)2 = 2b2 − 4b + 2 = b2 + 2, da cui

b = 4.
Per simmetria, il segmento x tra l’intersezione delle tangenti e il centro

della figura, ossia la semidiagonale maggiore del rombo, è parallela alla semi-
diagonale del quadrato. La proporzione tra triangoli simili porta a

√
2
x

= b
b−1 ,

quindi x = 3
4

√
2.

La diagonale minore del rombo è il doppio della differenza tra semidiago-
nale del quadrato e raggio del cerchio, cioè 2(

√
2− 1).

L’area del rombo è 3
2

√
2 · 2(

√
2− 1) · 1

2
, ossia 3

2
(2−

√
2).

Si vede che quest’area è minore di uno, infatti 6 − 3
√

2 < 2, perché
equivale a 4 < 3

√
2, cioè 16 < 18.

SOL - Costeggiando ghirigori

La pallina non retrocede, quindi percorre in orizzontale una distanza data
dalla somma dei tratti costeggiati su ciascuna parete. Se due pareti conse-
cutive sono lunghe a e b, con a < b, sporge una una parte lunga b − a della
parete b. La pallina cade, per ipotesi, a metà di questa apertura e raggiunge
la metà della parete b prima di cambiare parete. La distanza complessiva
percorsa lungo la parete b è pari a b− b

2
− b−a

2
= a

2
.

Interessante: la distanza complessiva è allora la somma di metà delle
lunghezze di tutte le pareti.

Non abbiamo ancora sfruttato completamente l’ipotesi. Se le due pareti
sono lunghe a e b, con a parte in comune, allora il punto medio della parte
che sporge sarà a+ b−a

2
= a+b

2
. Questo punto medio coincide col punto medio

della parete successiva c, che sarà quindi lunga c = a+ b. Abbiamo scoperto
che la lunghezza delle pareti segue una regola di ricorrenza pari alla sequenza
dei numeri di Fibonacci, iniziando per 2 e 3.

Se a1 = 2 e a2 = 3, allora
∑n

i=1 = an+2− 3. Questo lo si vede abbastanza
facilmente iniziando a scrivere an+2 = an+1 + an. Vediamo cosa succede con
un esempio e prendiamo a8 = 55. Scomponiamo in 55 = 21 + 34, teniamo
il maggiore, 34, e scomponiamo l’altro. Allora 21 = 8 + 13, teniamo il 13 e
spezziamo l’8 in 3 + 5. Quindi 55 = 34 + 13 + 5 + 3. Con il 34 facciamo lo
stesso, quindi lo spezziamo in 13 + 21 e teniamo il 21. Spezziamo il 13 in
5 + 8 e teniamo l’8. Spezziamo il 5 in 2 + 3 e abbiamo 34 = 21 + 8 + 3 + 2.



131

Mettendo insieme, 55 = 21+13+8+5+3+3+2, vale a dire tutti i numeri di
Fibonacci fino ad a6 ma contando il 3 due volte, e quindi dobbiamo toglierlo.

La distanza percorsa è allora una somma delle mezze lunghezze delle
pareti, quindi è la metà della somma di numeri di Fibonacci, quindi è la
metà di un numero di Fibonacci a cui abbiamo tolto 3. Qual è il modo più
veloce per procedere? Questa distanza può essere 178, 187, 718, 781, 817 o
871. Se fosse 178, allora 178 sarebbe il doppio di un numero di Fibonacci a
cui è stato tolto 3.

Principalmente la ricerca può svolgersi in due modi. Si può elencare tutti
i numeri di Fibonacci, togliere 3 a ciascuno, dividere il risultato per 2 e vedere
se corrisponde a uno di quei sei numeri. In alternativa si può prendere uno di
quei sei numeri, moltiplicarlo per due e aggiungere tre e vedere se si ottiene
un numero di Fibonacci.

Nel caso dei numeri di Fibonacci, questi due approcci non sono sensibil-
mente diversi. Ad esempio, prendiamo 871 e calcoliamo 871 ∗ 2 + 3 = 1745.
Se avessimo un oracolo in grado di verificare la fibonacciosità di un numero
senza dover calcolare tutti quelli precedenti, allora questo approccio sarebbe
il migliore, perché dovremmo provare solo sei numeri. Purtroppo non è cos̀ı:
per sapere se 1745 è un numero di Fibonacci dobbiamo calcolarli tutti.

L’altro approccio, in questo caso specifico, è un po’ meglio. Si generano
numeri di Fibonacci, si toglie tre e si dimezza. Il risultato deve essere un
numero di tre cifre, quindi partiamo direttamente ad analizzare a11 = 233,
che è il primo numero verosimile. Procediamo ottenendo (233− 3)/2 = 115,
quindi nulla da fare. Guardando i numeri successivi si vede che da testare ce
n’è davvero pochi: il 377, il 610, il 1597 e basta, perché poi si supera il 1745
di cui sopra. Sono solo più tre tentativi, ma siamo fortunati perché basta il
primo. Infatti (377− 3)/2 = 187. E siccome 377 = a12, le pareti sono 12.

SOL - Un cubo ha tre canali ortogonali

Si risolve per casi. Se nel primo passaggio 1 7→ 1, allora ho individuato la
funzione x2. Provando un secondo passaggio, necessariamente ho 1 7→ 2. Al
terzo passaggio, ho 2 7→ 3 o 2 7→ 4, ed in entrambi i casi ho capito come sono
messe le funzioni.

Ci sono però casi più sfavorevoli. Al primo passaggio ho 1 7→ 2, quindi
so che quel canale è 2x o x + 1. Se provo ancora, arrivo a 4 o a 3, avendo
individuato con certezza solo un canale. Provando un secondo, sicuramente
capisco tutti e tre, e nel peggiore dei casi mi ritrovo con 16 in mano.

Se invece faccio passare il 2 per un altro canale, questo potrebbe essere
qualsiasi cosa, facendomi ottenere 3, 4 o 4. Il problema è che se ottengo 4
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non ho informazioni nuove. Quindi se ottengo 2 mi conviene provare ancora
lo stesso canale. Al massimo, arrivando a 16, so come sono distribuiti.

SOL - Di pezzetti di carta

Sia ai la somma di tutti i nodi in tutti i percorsi che collegano ogni nodo
foglia con la radice in un albero alto i−1. Un albero alto 0 ha solo la radice,
e a1 = 1.

Un albero alto 1 ha due nodi foglia 2 e 3. I due percorsi che partono dalla
radice e raggiungono questi nodi sono 1, 2 e 1, 3, rispettivamente di somma
3 e 4. Il totale ci porta a a2 = 7.

Altri due casi si fanno a mano molto velocemente, e portano a a3 = 36 e
a4 = 164.

Il calcolo di un generico ai può essere fatto per ricorrenza: ai−1 contiene
già la somma che ci porta dalla radice ad ogni nodo del penultimo livello. Per
ottenere ai dobbiamo allora contare due volte ai−1, perché ognuno di questi
percorsi può essere completato in 2 modi, aggiungendo quindi tutti i nodi
foglia.

Se un albero ha i livelli, allora ha 2i − 1 nodi. La somma delle foglie di
un albero con i livelli è data dalla differenza tra la somma di tutti i nodi di
un albero con i livelli meno la somma di tutti i nodi di un albero con i − 1
livelli. Quindi

ai = 2ai−1 +
1 + 2i − 1

2
· (2i − 1)− 1 + 2i−1 − 1

2
· (2i−1 − 1).

facendo qualche passaggio si ha

ai = 2ai−1 + 3 · 22i−3 − 2i−2.

Calcolando i primi valori e mettendoli su OEIS ci dice qual è la formula
chiusa, anche se uno potrebbe non essere pigro e ricavarsela:

ai = 3 · 4i − (i+ 4)2i−1.

Io in questo caso sono pigro perché me lo posso permettere: non uso la forma
chiusa per risolvere il problema, ma quella per ricorrenza. Ci sarebbero seri
problemi etici a fare altrimenti. . .

Consideriamo la sequenza bi definita come il resto della divisione di ai
per 3. Intanto si elimina il fattore multiplo di 3 e rimane da considera-
re 2ai−1 − 2i−2. Facendo qualche tentativo si può congetturare il pattern
11022011022011022 . . .
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Il resto modulo 3 di 2n è 1 per n pari e 2 per n dispari. Lo si può vedere
scrivendo n = 2k+u, con u pari a 0 o 1. Allora 2n = 4k2u = (3+1)k2u ≡3 2u.

Noi abbiamo b1 = 1 e bi ≡3 2bi−1 − 2i−2. Guardando per casi si ha che il
valore di bi dipende dal valore di bi−1 nel seguente modo. Se bi−1 = 0 allora bi
diventa 1 o 2 a seconda che i sia pari o dispari. Se bi−1 = 1 allora bi diventa
0 o 1 a seconda che i sia pari o dispari. Infine, se bi−1 = 2, allora bi diventa
2 o 0 a seconda che i sia pari o dispari. Queste regole nel loro complesso ci
validano il pattern 110220 di periodo 6.

Quindi un albero di altezza 64 porterà ad un numero che ha lo stesso
resto di un albero di altezza 4, vale a dire un resto di 2.

SOL - Un piccolo quadrato

Il primo passo è calcolare l’area a dei triangoli. A parte “vedere” o “intuire”
che quest’area è n2

2
, si possono sommare in sequenza i triangoli. Mettiamo

da parte il fattore 1
2
: il primo triangolo ha base 1 (quella che poggia su un

lato del quadrato) e altezza 1. Il primo triangolo ha area 1. Il secondo ha
area 2, il terzo area 3, ecc. Arrivati al triangolo di area n la sequenza diventa
decrescente. Quindi abbiamo 1 + 2 + . . . + n + . . . + 2 + 1 = n2. Adesso
possiamo riprendere il fattore che avevamo messo da parte.

Si può vedere che a = n2

2
osservando la simmetria rotazionale della figura,

e quindi vedendo che i triangoli colorati hanno area pari a quelli non colorati.

Ancora più veloce è vedere che b = 2n − 1, quindi stiamo cercando il
minimo n > 1 tale per cui a− b = 1

2
(n2 − 4n+ 2) è un intero.

L’ho fatto in due modi. Un modo mi sembra più carino dell’altro, e lo
metto per secondo.

Primo modo. Dato che la frazione a− b deve essere intera, n deve essere
pari, mettiamo n = 2t. Quando 2t2−4t+1 = �? Ci sono solo due possibilità
per t, essere pari o essere dispari. Se è dispari, per dire t = 2x + 1, allora
8x2 + 8x + 2 − 8x − 4 + 1 deve essere un quadrato. Peccato che il resto
della divisione per 4 restituisce 3, e i quadrati si vede che divisi per 4 sono
0 o 1, quindi l’ipotesi di t numero dispari è incompatibile con la ricerca del
quadrato. Nessuna incompatibilità, invece, se t è pari.

Allora, se per dire t = 2x, dobbiamo trovare 8x2−8x+1 = 8x(x−1)+1 =
�. Sarà banale, ma x = 0 e x = 1 risolvono il problema. Solo che x = 0
porta a n = 0, che sono pochini, come triangoli. Invece x = 1 porta a t = 2
e n = 4.

E tutto torna, perché 42

2
− (2 · 4− 1) = 8− 7 = 1.
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Secondo modo. La partenza è più brutta, ma si riprende dopo. Deve
essere 1

2
(n2 − 4n + 2) = t2. Nuovo paragrafo, nuova t. Allora, risolvendo la

quadratica, si ha n = 2±
√

2 + 2t2.
Sotto radice deve esserci un quadrato. Per considerazioni già viste nel

primo modo, si arriva a t = 2k+1, quindi 8k2+8k+4 = 4(2k2+2k+1) = m2.
La parte carina è questa: 2k2 + 2k + 1 = k2 + (k + 1)2. Il fattore 4 è già un
quadrato, quindi anche la somma di questi due quadrati di numeri consecutivi
deve essere un quadrato. Il caso più piccolo è 0 e 1, da cui t = 1, m = 2 e
n = 4. Ma la cosa carina è che si possono trovare altre soluzioni, più grandi,
certo, con terne pitagoriche con due lati consecutivi, come ad esempio 3, 4 e
5. In questo caso, per esempio, k = 3, m2 = 4 · 52 = 102, e n = 12.

SOL - Corporazione CLM

Numeriamo i cordini 1, 2, 3, . . . , n = 2k. L’accoppiamento degli estremi infe-
riori è costante ed ininfluente, quindi scegliamo di unire 1− 2, 3− 4, 5− 6,
ecc.

Contiamo il numero di casi favorevoli: costruiamo tutti i possibili circuiti
chiusi considerando 1 come punto di partenza. E’ uguale, tanto tutti i circuiti
chiusi devono passare necessariamente per 1. Il circuito passa da una coppia
all’altra visitando le k − 1 coppie in (k − 1)! modi, per ciascuno dei quali ho
2 ordini di visita. Totale (k − 1)!2k−1.

Casi possibili: sono i modi di dividere 2k oggetti in k coppie. Se ordino i
2k oggetti in tutti i modi possibili e prendo come coppie i primi due, i secondi
due, ecc, fanno tutte le coppie possibili, ma dato che l’ordine dei primi due,
dei secondi due, ecc è ininfluente, devo dividere per (2!)k e dato che l’ordine
delle coppie è pure ininfluente devo dividere anche per k!. Qualcuno potrebbe
anche riconoscere il coefficiente multinomiale. . . . Per riassumere, (2k)!

2kk!
.

La probabilità che un circuito sia chiuso è allora il rapporto

2k−1(k − 1)!

(2k)!
2kk! =

[2k−1(k − 1)!]2

(2k − 1)!
= ρk.

Per quanto riguarda la ricorrenza, vediamo il rapporto ρk+1

ρk
, che si può

scrivere come

[2kk!]2

(2k + 1)!

(2k − 1)!

[2k−1(k − 1)!]2
=

22k2

(2k + 1)(2k)
=

2k

2k + 1
=

n

n+ 1
,

e naturalemente ρ1 = 1.
A parte che è carino, e che meriterebbe un’interpretazione combinatoria,

andiamo avanti. Siccome 56 e 65 non sono numeri consecutivi, evidentemente
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non abbiamo aggiunto una coppia sola. Le fattorizzazioni sono 56 = 2 ·2 ·2 ·7
e 65 = 5 · 13. Si arriva a scrivere 56

65
= 4

5
· 14
13

, che con un po’ di intuito e di
prove si può scrivere anche, moltiplicandolo per 1 = 3

3
, come 12

13
· 14
15

. E quindi
n = 12 e abbiamo aggiunto 4 cordini.

SOL - Una torre a strati

Se i è il numero di strati, il numero di facce triangolari è ν4(i) = 8(i − 1).
Il numero di facce con 4 lati è ν�(i) = 4 · i + 2, quindi complessivamente
ν(i) = ν4(i) + ν�(i) = 12i− 6.

Il numero medio di lati è

µ =
4 · ν�(i) + 3 · ν4(i)

12i− 6
=

40i− 16

12i− 6
=

4

3

5i− 2

2i− 1
< 3.4 =

17

5
.

Da cui 2 · 50i− 40 < 2 · 51i− 51, o 11 < 2i, o infine i > 11
2

= 5.5. Quindi
i intero deve essere almeno 6.

SOL - Quanto più intelligenti?

Sia f(τ) = 1
Z
e−

τ2

2 , con Z =
√

2π, la densità della normale standard, e sia
F (τ) =

∫ τ
0
f(t)dt la funzione di ripartizione.

Condizionatamente all’eccedere τ , una v.a. X ∼ N (0, 1) ha valore atteso

E[X | X > τ ] =
1

Z

∫ ∞
τ

te−
t2

2 dt =
−1

Z

∫ ∞
τ

(
e−

t2

2

)′
dt.

Questo passaggio perché notiamo il prodotto come derivata dell’espo-

nente. Si può allora scrivere, visto che limt↔∞ e
− τ

2

2 = 0, il valore atteso

E[X | X > τ ] = 1
Z
e−

τ2

2 = f(τ).
Carino! La densità in corrispondenza della soglia τ è anche la media di

X le volte che è > τ .
La media della distribuzione troncata si ottiene rinormalizzando, cioè

dividendo per 1 − F (τ), che è la probabilità di finire nella coda. Questa
media è dunque µ>τ = f

1−F , dove l’argomento τ è omesso per economia
notazionale.

Il risultato simile si ottiene rivolgendo la nostra attenziona all’altra parte
della distribuzione: µ<τ = −f

F
.

Per verifica, vediamo che la media della distribuzione normale è data dalla
media pesata di µ>τ e µ<τ con pesi le due aree. Ed in effetti,

µ>τ · (1− F ) + µ<τ · F = f − f = 0.
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La distanza tra queste due medie è ∆ = µ>τ − µ< τ , cioè

f

1− F
+
f

F
=
fF + f − fF
F (1− F )

=
f

F (1− F )
.

Per ipotesi, F = 98
100

= 49
50

, quindi ∆ = f · 50
49
· 50

1
> 51f . Il maggiore si

verifica anche senza calcoli, infatti 502 a sinistra è maggiore di 49 · 51 =
(50− 1) · (50 + 1) = 502 − 1 per il prodotto notevole.

Una verifica sperimentale in R

SOL - Calcolo della superficie della sfera

Il cerchio ha diametro r
√

2 e forma una calotta sferica di altezza r− r
√
2
2

, da

cui la superficie colorata è 2πr2
(

1−
√
2
2

)
= πr2(2−

√
2).

Il quarto di sfera ha superficie πr2, quindi la parte che resta dopo aver
disegnato il cerchio è πr2(1− 2 +

√
2).

Nel rapporto semplifichiamo il fattore πr2 e resta

2−
√

2√
2− 1

·
√

2 + 1√
2 + 1

= 2
√

2 + 2− 2−
√

2 =
√

2.

SOL - Fiocchi di neve senza fronzoli

Calcolo dell’area

Dividiamo il fiocco in 16 parti uguali a forma di trapezio di altezza s,
corrispondente a metà del lato corto di un rettangolo, di base maggiore c,
corrispondente a metà del lato lungo del rettangolo tracciata a partire dal
centro del cerchio, base minore b e diagonale m.

Essendo la circonferenza unitaria, si ha immediatamente s = sin
(
π
16

)
e

c = cos
(
π
16

)
. L’angolo della diagonale del trapezio è il doppio, quindi è

possibile ricalcolare l’altezza del trapezio in modo alternativo:

s = m · sin
(π

8

)
,

da cui, ricordandoci che sin(2α) = 2 sin(α) cos(α), arriviamo a m = 1
2c

.

Possiamo ricalcolare per differenza anche la base minore del trapezio:

b = c−m · cos
(π

8

)
.
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Figura 3.1: Il trapezio, sedicesimo della figura finale.

Sostituendo quanto ottenuto perm, e ricordandoci che cos(2α) = cos(α)2−
sin(α)2, otteniamo

b = c− c2 − s2

2c
=

1

2c
= m

Colpo di scena! Ma non è ancora finita. L’area del trapezio si calcola
facilmente avendo ora a disposizione tutti i dati:

c+ b

2
s =

(
c+

1

2c

)
s

2
=

2c2 + 1

4c
s,

che è un sedicesimo dell’area richiesta.
Ma torniamo a b, o m che dir si voglia. A denominatore abbiamo 2c.

Ricordando che cos(α) =
√

1+cos(2α)
2

, troviamo applicando due volte che

cos
( π

16

)
=

√
1 + cos

(
π
8

)
2

=

√√√√1 +

√
1+cos(π4 )

2

2
,

dove sappiamo che cos
(
π
4

)
=
√
2
2

, quindi facendo ancora due conticini arri-
viamo a

b = m =
1√

2 +
√

2 +
√

2

,

quindi il nostro numero è presente in figura 16 volte, attorno ai “rami” del
fiocco, e altre 16 volte in modo implicito come distanza tra il centro e le
intersezioni dei rami.
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Confronto con 3
4
π

Vogliamo dimostrare che

2c2 + 1

4
· s
c
· 16 <

3

4
π.

Ci sono un po’ di calcoletti, quindi introduciamo delle notazioni per
semplificare. Per la formula di duplicazione già vista, possiamo scrivere

c =
√

1+x
2

e s =
√

1−x
2

, con

x =

√
1 +

√
2
2

2
=

√
2 +
√

2

2
=
a

2
,

dove abbiamo introdotto il valore di comodo a.
Il primo passo direi è di sostituire c2, cos̀ı togliamo una radice quadrata

perché viene (x+2), e facciamo un po’ di ordine. Dobbiamo quindi dimostrare
che

8

3
(x+ 2)

√
1− x
1 + x

2

π
< 1.

Attacchiamo ora il rapporto s
c
, che si può scrivere, moltiplicando per c

c
,

come √
1− x
1 + x

=

√
1− x2
1 + x

=

√
2−
√

2

2(1 + x)
.

Quello che bisogna verificare è allora

8

3

x+ 2

x+ 1

1

2

√
2−
√

2
2

π
< 1.

Usiamo ora l’approssimazione suggerita, che scriviamo come

2

π
≈
√

2

2

a

2

√
2 + a

2
,

e verifichiamo anche che
√

2−
√

2 · a =
√

4− 2 =
√

2. La disuguaglianza da
verificare si può allora scrivere come

1

3

x+ 2

x+ 1

1

2

√
2
√

2
√

2 + a < 1,

e siccome x+2
x+1

= a+4
a+2

, ciò equivale a

a+ 4√
a+ 2

< 3.
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Quasi finito: porto il denominatore dall’altra parte e elevo a quadrato:

2 +
√

2 + 8a+ 16 < 9a+ 18.

Che commozione, si semplifica! Resta allora
√

2 < a, che elevando a quadrato
porta a 2 < 2 +

√
2, che è vero! Che sfacchinata. . .

SOL - Pacchetti

Anche se non cambia nulla, il problema risulta più maneggevole se si pensa
che il rosso sia un segnalino e il blu una casella vuota. In questo modo si può
ragionare in termini di spostare tutti i segnalini al di fuori dei loro blocchi di
origine.

Per contare il numero di mosse, si nota che ad un segnalino sul bordo
di un blocco basta una mossa per uscire, mentre ad un segnalino interno
il minimo numero di mosse necessarie è 2. Tuttavia, perché 2 mosse siano
sufficienti, il segnalino esterno deve essere libero di uscire, obbligando cos̀ı
ad un segnalino sul bordo a fare una mossa in più.

Ogni blocco ha 8 segnalini interni che dovranno fare 2 mosse, ed altret-
tante ne dovranno fare 8 segnalini esterni corrispondenti per cedere il passo.
Gli altri 8 segnalini esterni possono semplicemente uscire dal blocco con una
mossa, e quindi il numero minimo teorico è di (8 + 8) · 2 + 8 = 40 mosse per
liberare un blocco. I blocchi con segnalini sono 32, e quindi 1280.

Figura 3.2: Numero minimo di mosse.

Non è difficile, per tentativi, vedere che il minimo numero teorico è
effettivamente raggiungibile, come mostrato in figura.
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Il caso non modale è effettivamente una brutta bestia, perché ad esempio i
segnalini nell’angolo devono fare un minimo di 4 mosse per uscire, costringen-
do gli altri segnalini a lasciar spazio e muovendosi più del dovuto. Un’analisi
diversa è da fare per i blocchi ad angolo e per i blocchi laterali, per poi
verificare nella pratica quante mosse sono effettivamente necessarie.

Il quadrato 4·4 suggerito può cambiare posizione dei segnalini in 12 mosse
appena, come non è difficile verificare. La prima idea però potrebbe essere
quella di fare più mosse del dovuto, spostando tutti i segnalini di un blocco
in uno stesso blocco di destinazione, operazione che richiede 8 mosse e 16
mosse totali per i due blocchi.

SOL - Più amici di quanti ne hai te

Sia b il fattore di ramificazione, dove in questo caso b = 7, e pensiamo che
oltre la radice l’albero si propaga per k strati. Faremo infine tendere questo
k ad infinito.

Per prima cosa contiamo il numero totale di nodi. Si ha che |V | = 1 +

b+ . . .+ bk = bk+1−1
b−1 .

Partizioniamo il numero totale di nodi in tre gruppi a seconda del numero
dei vicini. Il primo gruppo è costituito solo dalla radice, che ha esattamente
b vicini. Il secondo gruppo sono le foglie, in numero di bk, che hanno ciascuna
un solo vicino.

Il terzo gruppo è composto dai nodi interni. Questi sono b+b2+. . .+bk−1 =
b(1 + . . .+ bk−2) = b b

k−1−1
b−1 , ed hanno ciascuno b+ 1 vicini.

Il numero medio µ di vicini per nodo è dato da un rapporto dove a
numeratore mettiamo il numero totale dei vicini e a numeratore il numero
totale dei nodi, cioè il rapporto tra

1 · b+ bk · 1 + b · b
k−1 − 1

b− 1
· (b+ 1)

e
bk+1 − 1

b− 1
.

Semplifichiamo il fattore b− 1, ottenendo

µ =
(b+ bk)(b− 1) + b(b+ 1)(bk−1 − 1)

bk+1 − 1
.

Il numeratore di quest’ultima frazione è b2− b+ bk+1− bk + bk+1− b2 + bk− b,
da cui

µ = 2
bk+1 − b
bk+1 − 1

.
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Quando, come nel nostro caso, il numero di strati dell’albero diverge,
questo rapporto tende a 2, quale che sia il fattore di ramificazione del grafo.
Il valore b = 7 era uno specchietto per le allodole. . . Il risultato potrebbe
sorprendere, ma bisogna tener conto che il numero di nodi ad ogni strato
cresce geometricamente, quindi il numero di foglie con un solo vicino sovrasta
il numero dei nodi interni che di vicini ne hanno b+ 1.

SOL - Moccoli d’Oro

Il volume di una piramide, come più volte visto, è V = Bh
3

, dove B è l’area
della base e h l’altezza.

Calcoliamo l’area B della base. E’ un ottagono regolare di lato `, che si
può pensare inscritto in un quadrato di lato (1+ 1√

2
·2) ·` = (1+

√
2)`. L’area

si può calcolare per differenza tra il quadrato e i quattro spigoli mancanti.
In particolare (1 +

√
2)2 = 3 + 2

√
2, e i quattro spigoli hanno area per unità

` pari a 2 ·
(

1√
2

)2
= 1. L’area dell’ottagono è allora 2`2(1 +

√
2).

Sappiamo che l’altezza h è sei volte l’apotema, cioè tre volte il lato del
quadrato che contiene l’ottagono, cioè 3(1 +

√
2). Nel calcolo del volume

resta 2`2(1 +
√

2)2 = 6 + 4
√

2`3.
Confrontiamolo con 11 volte e mezzo `3, cioè con 115

10
`3. Dobbiamo quindi

vedere cosa è più grande tra 60 + 40
√

2 e 115, cioè tra 40
√

2 e 55, cioè tra
8
√

2 e 11. Infine, elevando al quadrato da entrambe le parti, vediamo che
128 è maggiore di 121. Il moccolo è un poco più grande.

SOL - La piccola bottega degli interi

Il numero a può valere 1, nel qual caso b può valere da 2 a n. Per tutte queste
possibilità si paga 1 · (n− 1) per pagare ogni volta il centesimo per il numero
a, e 1 + 2 + . . .+ n− 1 per il numero b.

Il numero a può valere 2, nel qual caso b può valere da 3 a n. Per queste
possibilità si paga 2 · (n− 2) per a e 2 + 3 + . . .+ n− 1 per b.

In tutto il numero a può valere n− 1 casi, e complessivamente per questi
si spende

∑
i(n− i) = n

∑
i−
∑
i2, dove queste e tutte le altre sommatorie

sono estese per i tra 1 e n− 1.
Complessivamente per il numero b si spende 1 una sola volta, 2 per due

volte, 3 per tre volte, fino a n − 1 centesimi, spesi esattamente n − 1 volte.
In tutto dunque

∑
i2.

La spesa totale è allora, visto che le somme dei quadrati si elidono, di
n
∑
i = n3−n2

2
, vale a dire un mezzo della differenza tra il cubo e il quadrato



142 CAPITOLO 3. SOLUZIONI

di n. Ecco una seconda cosa carina (la prima era semplificare
∑
i2): come si

dimostra che per ogni n, n3 − n2 è sempre un numero pari? Raccogliendo n
si vede subito, visto che moltiplica n(n− 1) e questo, essendo il prodotto di
due numeri consecutivi, contiene sicuramente un pari.

Il numero n, incognito, soddisfa l’equazione n · n(n − 1) = 2 · 11638. E’
il caso di fattorizzare: 11638 = 5819 · 2. Il 5819 non è divisibile per 3 e per
7, ma la somma delle cifre in posizione pari, 5 + 1 = 6, è uguale, modulo
11, alla somma delle cifre in posizione dispari, 8 + 9 = 17 = 11 + 6 ≡11

6. Facendo la divisione, 5819 = 529 · 11. Per adesso abbiamo trovato che
n ·n(n−1) = 2 ·11 ·529, quindi a meno di non fattorizzare ulteriormente 529
non abbiamo soluzione tra interi. Facendo un po’ di ginnastica di calcolo,
proviamo a dividere senza successo per 13, 17, 19. Fino a quando si prova a
dividere? Fino alla radice del numero. C’è anche un algoritmo per trovare
a mano la radice quadrata, ma in un modo o nell’altro arriviamo a trovare
232 = 529.

Dunque, n · n(n − 1) = 232 · 22, e chiaramente n = 23. I numeri primi
della bottega sono solo 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, e se non possiamo scegliere
il 2 restano solo 8 possibilità.

SOL - Triboli cubici

Figura 3.3: Due triboli a costituire il primo salsicciotto e affiancamento degli
stessi.

Prob 1 I triboli possono essere allineati a formare “salsicciotti” di lun-
ghezza infinita a sezione cruciforme. Affiancandoli, si riesce a tassellare il
piano.

Prob 2 La disposizione dei numeri sui vertici è isomorfa alla disposizione
dei numeri in un quadrato 4 × 4. Si risolve per tentativi e deduzioni. La
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costante magica è quella dei quadrati 4×4, ossia 1+16
2

16· 1
4

= 34 (valore totale
dei numeri diviso per le 4 righe). I vincoli relativi ai numeri 1, 12, 16 e 2
servono ad identificare la configurazione tra quelle identiche per ribaltamento
e rotazione.

In realtà la soluzione si ricava in modo quasi automatico e senza dover
tornare indietro nelle catene deduttive: nel primo riquadro 2× 2 alla somma
manca 5 per arrivare alla costante magica. Guardando i casi, e tenendo conto
della restrizione di non avere numeri consecutivi sulla stessa riga, le prime
due righe si completano con {7, 14} e {3, 10} rispettivamente.

Sopra il 2 deve necessariamente essere messo il 15. A destra del 15,
necessariamente il 6, e sotto questo l’11.

Il quadrato centrale 2× 2 contiene già 20 + 3 o 20 + 10, quindi a sinistra
del 15 va l’11 o il 4, ma solo quest’ultimo è ancora disponibile. Sotto il 4
allora va il 13 e completiamo la prima colonna con 9 e 8.

Ritornando nell’angolo in alto a destra, il 4 obbliga il 10 per chiudere il
quadrato centrale, il 3 per chiudere la seconda riga, il 14 e il 7 per la prima.

Prob 3. Sia r il raggio della circonferenza più grande contenuta in un
tribolo. Potrebbero esserci dei dubbi sul fatto che r = 1

2
, che è quanto

otteniamo mettendo la sfera nell’ovvia posizione centrale? In tutti gli altri
punti la sfera è vincolata da un corridoio di ampiezza 1, quindi quello è il
massimo.

Per il minimo, data la simmetria e mettendo sempre il centro della sfera
nel centro del tribolo è sufficiente calcolare la diagonale di un rettangolo di

dimensioni 1
2
, 1, 1. Per Pitagora, questa diagonale è

√
1
4

+ 1 + 1 =
√

9
4

= 3
2
.

Il rapporto delle lunghezze trovate è 3.

Figura 3.4: I tre equilibri.

Prob 4. Il tribolo può essere appoggiato sul tavolo cos̀ı come descritto ma
può stare in equilibrio in altri due modi: appoggiato per uno spigolo lungo
e un corto, o per due spigoli corti. Nel primo caso l’altezza è 2, misurata in
unità di cubetto.

Se il tribolo è appoggiato per un lato lungo e uno corto, guardando di
profilo si vede che la figura è alta, per simmetria, quanto la diagonale di una
faccia rettangolare del dicubo, vale a dire

√
5 > 2.
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Figura 3.5: L’altezza come diagonale della faccia rettangolare.

Figura 3.6: In blu, l’altezza lunghezza massima.
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Se il tribolo è appoggiato per due lati corti, la vista di profilo è quella di
una croce. Con Pitagora si vede che l’altezza in questo caso è minore, ma è
possibile vederlo anche con riga e compasso, tracciando un cerchio di raggio
pari all’altezza: si vedrà che il raggio è minore di

√
5 senza calcolarlo in modo

esatto. Che comunque è 3
2

√
2.

SOL - Domanda a scelta multipla

In media otteniamo

a
1

4
+ b

1

2
+ c

3

5
+ d

1

4
= x̄,

dove per ipotesi a = d. Semplifico i denominatori:

5a+ 10b+ 12c+ 5a = 20x̄.

Il totale delle probabilità è 1, quindi a+b+c+d = 2a+b+c = 1. Sostituendo
c = 1− 2a− b

10a+ 10b+ 12− 24a− 12b = −14a− 2b+ 12 = 20x̄.

Stiamo facendo una media pesata, che è pur sempre una media. E’ impos-
sibile raggiungere gli estremi, a meno di coefficienti nulli. Questo caso però lo
scartiamo perché stiamo cercando coefficienti in progressione aritmetica. Co-
me esempio di valore estremo, se x̄ = 1

4
, allora 20x̄ = 5 e 7 = 14a+ 2b, da cui

2a+ 2
7
b = 1. Questo però è assurdo, perché 1 = 2a+ 2

7
< 2a+b < 2a+b+c = 1.

Anche il valore estremo x̄ = 3
5

per il quale 20x̄ = 10, non è raggiungibile.
Infatti 14a+ 2b = 0 porta subito a a = b = 0.

Invece il valore x̄ = 1
2

si può ottenere infinite volte con coefficienti non
nulli. Visto che 20x̄ = 10, deve essere 2 = 14a+ 2b, cioè 7a+ b = 1, o anche
2a+ b+ 5a = 1. Allora c = 5a, e b = 1− 7a.

I coefficienti devono essere ordinati come a < b < c, quindi deve essere
a < 1 − 7a, cioè a < 1

8
= 30

240
, e 1 − 7a < 5a, da cui a > 1

2
= 20

240
. La

probabilità a è compresa tra 20 e 30 duecento quarantesimi.
Gli estremi della progressione aritmetica sono 1 e 5, e dunque 1−7a = 3a,

da cui si ha subito a = 1
10

= 24
240

. La probabilità di ottenere la media, 1
2
, è

b = 1− 7a = 1− 7
10

= 3
10

.

SOL - Triangolo al settimo cielo

Con Pitagora si calcolano i lati del triangolo proiettato. La somma dei qua-
drati costruiti sui lati è a2 + b2 per il primo triangolo e cos̀ı via, quindi in
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totale 2(a2 + b2 + c2). Ogni proiezione raddoppia la somma dei quadrati dei
lati, quindi siccome 210 = 1024 > 1000, la risposta è 10. Tutto l̀ı.

Ci sono una serie di cose carine collegate a questo problema. Una prima
proiezione crea lati i cui quadrati hanno forma a2+b2. Una seconda proiezione
crea lati i cui quadrati hanno forma a2 + b2 + 2c2. Continuando, si può
vedere che i quadrati dei lati sono sempre del tipo v1a

2 + v2b
2 + v3c

2, dove i
coefficienti v si comportano in modo interessante. Per il triangolo di partenza
si ha v = (1, 0, 0) per il primo lato, (0, 1, 0) per il secondo ecc. Per la prima
proiezione abbiamo (1, 1, 0) per un lato, (0, 1, 1) per il secondo e (1, 0, 1) per
il terzo.

Si può impostare una ricorrenza. Abbiamo matricette 3 × 3. Se at è
il numero sulla diagonale principale e bt il numero fuori dalla diagonale,
abbiamo che a0 = 1 e b0 = 0, e che valgono at = 2bt−1 e bt = at−1 + bt−1.

Un primo risultato carino è che |at − bt| = |2bt−1 − at−1 − bt−1| = |bt−1 −
at−1|, quindi la distanza tra questi coefficienti è costante, e |a0 − b0| = 1,
quindi questa distanza è unitaria.

Si può anche vedere che at + at+1 = 2t, ma questo l’abbiamo già visto
sopra. Si vede per ricorrenza, perché a1 + a2 = 2, e perché at+1 + at+2 =
at+1 + 2bt+1 = at+1 + 2at + 2bt = 2t + at + at+1 = 2(at + at+1) = 2 · 2t = 2t+1.

Con queste info, si può calcolare, ad esempio, che al passo t = 5, a5+a6 =
32, e per ipotesi anche a5 + 2b5 = 32. Siccome la distanza tra a e b è sempre
1, ci sono solo due possibilità: a è pari e b dispari o viceversa. Rapidamente
si vede che se l’esponente di 2 è pari, deve essere 3x+ 1, mentre se è dispari
deve essere 3x + 2. In questo caso 32 = 3x + 2, da cui x = a5 = 10, e
b5 = x + 1 = 11. In questo modo si possono calcolare gli a e i b. La
sequenza ct = at + bt genera i numeri detti di Jacobsthal, che ha tantissime
interpretazioni combinatorie. Questa interpretazione, nello specifico, non è
ancora elencata in oeis.org per la A001045.

SOL - Non confondere il movimento con il pro-

gresso

Siano a, b, c e d i primi 4 simboli, e x e y gli altri due. In una sottostringa
contente i primi simboli, ci sono solo quattro possibilità, abcd, bcda, cdab,
dabc; una sottostringa contenente i secondi simboli ha solo due possibilità,
xy, yx. Siccome 4 = 2 · 2, si può allora vedere che una stringa lunga n = 2u
avrà 2 possibilità per ogni u, per un totale di 2u.

Avendo tenuto conto delle rotazioni, possiamo ora ignorare i simboli delle
sottostringhe e considerare solo l’alternarsi di stringhe lunghe due e lunghe
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quattro. Siccome interessa solo lo spazio che occupano, l’unica caratteristica
importante è che le stringhe da quattro sono lunghe il doppio delle stringhe
da due, e quindi il problema di conteggio è identico a chiedersi in quanti
modi posso dividere un segmento lungo u in parti lunghe 1 o 2: per ognuna
di queste divisioni è possibile ricreare una divisione di n = 2u con parti
lunghe 2 o 4.

Questo problema si risolve semplicemente per ricorrenza. Se u = 1, allora
il numero di possibilità è f1 = 1. Se u = 2 ci sono due possibilità, o usare
due parti unitarie o una singola doppia, quindi f2 = 2. Il caso generale ft
si può fare per ricorrenza, prendendo il numero di suddivisioni per t − 1 e
aggiungendo una parte unitaria, e prendendo il numero di suddivisioni per
t − 2 e aggiungendo una parte doppia, da cui ft = ft−1 + ft−2. Dato che
una suddivisione di un segmento lungo t deve terminare necessariamente con
una parte singola o una doppia, e che le suddivisioni che terminano con
una parte singola non terminano con una parte doppia e viceversa, si vede
che abbiamo a tutti gli effetti partizionato l’insieme di suddivisioni di un
segmento lungo t in due insiemi e che non si sovrappongono e che esauriscono
tutte le possibilità.

La ricorrenza trovata è quella di Fibonacci, da cui i primi termini sono
1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, . . ..

La domanda è sui divisori di un numero del tipo 2tft per t = 1. Ad
esempio, per t = 1 stiamo parlando di una stringa lunga 2t = 2, nella quale
si può inserire solo f1 = 1 tipo si sottostringa, che si può ruotare in 21 = 2
modi diversi (xy e yz).

Se un numero si scompone in fattori primi come pα1
1 · . . . · pαrr , con r

fattori primi, allora il numero dei suoi divisori è (α1 + 1) · . . . (αr + 1), perché
si può costruire un divisore generico prendendo il fattore primo generico pi e
inserirlo nel divisore fino ad un massimo di αi volte, oppure non escluderlo
(da cui il +1).

Procedendo per tentativi, il numero di divisori è 2, 4, 8, 10, 9, 14, 32,
quindi è t = 7 e n = 14.

SOL - Il girone più emozionante

Lo scenario di un vincitore in un girone senza vittorie si può vedere diretta-
mente in un caso generale: ci sono n squadre, la prima pareggia con tutte le
altre con punteggio 1 pari. Le partite giocate tra le altre squadre invece fini-
scono tutte senza reti. In questo modo non ci sono vittorie, la prima squadra
ha fatto n− 1 reti e le altre 1 rete ciascuna.
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Per avere una classifica completa invece serve qualche prova in più. Ad
esempio con tre squadre a, b, c, se ab = 2 (indicando che la partita tra a e b
finisce con 2 reti a testa), ac = 1 e bc = 0, si ha una classifica completa con
a = 3, b = 2 e c = 1.

Una considerazione generale è che se n squadre hanno punteggi tutti
diversi tra 1 e n determinati da pareggi, è possibile aggiungere una squadra
che pareggi zero a zero con le n presenti, in modo da avere una classifica di
n+ 1 squadre con punteggi tra 0 e n.

Con 4 squadre si possono avere punteggi da 0 e 3 nel seguente modo: a
pareggia con 0, 0, 0 reti con b, c e d rispettivamente, b pareggia con 0 e 1 con
c e d, e infine cd = 2. Questa costruzione si “vede”, perché attribuisce 0 reti
a a e b, e 2 reti a c e d, per poi differenziare b e d aggiungendo una rete tra
loro.

Un’alternativa basata sullo stesso principio è: ab = 1, cd = 3, e come
prima bd = 1. Cos̀ı le reti vanno da 1 a 4. In virtù di quanto detto prima, si
può aggiungere una quinta squadra che pareggia sullo zero a zero con tutte.

A questo punto, un po’ per tentativi, un po’ per ragionamento, si capisce
che il numero totale di reti di tutte le squadre deve essere pari, perché lo
stesso totale è dato solo da pareggi: 3 squadre possono segnare solo con
pareggi 1, 2 e 3 reti, ma non 0, 1, 2.

Dato che 0+1+2+3+4+5 = 15 è dispari, ne segue che 6 squadre devono
aver fatto almeno una rete in più. I risultati 0, 1, 2, 3, 4, 6, per un totale di
16 è teoricamente possibile. Lo è anche praticamente: dalla situazione con 5
e punteggi da 0 a 4, ne aggiungiamo una sesta che fa sempre 0 a 0 con tutte
e 3 a 3 con quella che prima faceva 3 punti. Cos̀ı la sesta prende il posto di
quella che ne faceva 3, e che adesso ne fa 6.

a b c d e f
a − 1 0 0 0 0 1
b 1 − 0 1 0 0 2
c 0 0 − 3 0 3 6
d 0 1 3 − 0 0 4
e 0 0 0 0 − 0 0
f 0 0 3 0 0 − 3

1 2 6 4 0 3

SOL - Tre punti su un piano

So che è inutile, ma mi piace ripercorrere la strada che ho fatto per deter-
minare il risultato. La procedura iterativa nasce da uno scarabocchio, ed ho
la ragionevole certezza che converga senza (orrore!) una noioso dimostra-
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zione formale. Scusa mamma, domani smetto. A rigor di logica, con i 3
vertici del triangolo si possono ottenere 6 punti di convergenza: all’inizio non
mi era chiaro che questi punti coincidevano a due a due. Lo facevano però
certamente per un caso molto semplice, il triangolo equilatero.

Ho attaccato il problema algebricamente per il triangolo equilatero di lato

unitario e vertici (0, 0),
(

1
2
,
√
3
2

)
e (1, 0). I punti di convergenza, con il PC,

con considerazioni più o meno empiriche, mi risultano
(

1
2
, 1
5

√
3
2

)
,
(

2
5
, 2
5

√
3
2

)
e(

3
5
, 2
5

√
3
2

)
. Con carta e penna si vede ad esempio che

P12 =
7P1 + 13P2 + 12P3

32
,

dove il denominatore è sempre 2qualcosa, e il peso dei tre punti iniziali tende
al rapporto 1 : 2 : 2 o permutazioni. Era ancora tutto nebuloso.

Dal disegno (!) vedo che ottengo un triangolino che è ρ = 1
256

di quello
grande, e traslato da (0, 0) di 1

4
+ 1

8
= 3

8
. Il rapporto tra le aree è il quadrato

di quello tra le lunghezze, e dunque, rispetto al triangolo di partenza, il punto
più in basso a sinistra del rettangolo si trasla in totale di

3

8
(1 +

√
ρ+
√
ρ2 + . . .) =

1

1−√ρ
=

2

5
.

Per quanto riguarda l’altezza, la proporzione è
√
3
2

, da cui deduco uno dei tre

punti:
(

2
5
,
√
3
5

)
.

Dati i tre vertici, si vede il triangolo interno è equilatero e con area 1
25

di
quella del triangolo di partenza, ma mosso dall’insoddisfazione della “dimo-
strazione” e dalla convinzione che il risultato contenesse di più ho continuato
a esplorare.

Con uno script in Eukleides ho verificato la correttezza dei calcoli. Ho
poi perturbato la posizione di un vertice è ho visto che il rapporto tra le aree
restava invariato! Incredibile!

Dopo un bel po’ di giorni e di tentativi infruttuosi, finalmente ho trova-
to l’approccio migliore per affrontare il problema, eliminando totalmente le
coordinate. L’intuizione, giunta da un disegno un po’ più grande e preciso
dei precedenti, è che la procedura genera triangoli che si ripetono simili a
quello di partenza dopo un limitato numero di passi.

Siano dunque i tre punti di partenza i tre vertici A, B e C di un triangolo.
Poniamo P1 = A, P2 = B e P3 = C e costruiamo per ricorrenza i punti
successivi della sequenza: P4 = A+B

2
, P5 = B+C

2
, P6 = A+B+2C

4
, P7 = A+2B+C

4
,
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P8 = A+3B+4C
8

. Siamo arrivati ora ai punti cruciali:

P9 =
2A+ 3B + 3C

8
=

4A+ 6B + 6C

16
,

P10 =
3A+ 7B + 6C

16
e

P11 =
3A+ 6B + 7C

16
.

Si verifica, cosa in retrospettiva molto facile ma in prospettiva non cos̀ı
tanto, che 16(P9−P10) = A−B, che 16(P9−P11) = A−C e che 16(P10−P11) =
B − C. Possiamo allora concludere che il triangolo P9P10P11 è simile al
triangolo ABC, ed ha lato 1

16
e area 1

256
. Possiamo anche concludere che il

triangolo tende ad un punto.
Di quanto si sposta il triangolo? Sia v il vettore di spostamento, che vale

v = P9 − A =
−12A+ 6B + 6C

16
.

Questo vettore spostamento si ripete nel triangolo P9P10P11, quindi il punto
di convergenza, partendo da A, sarà

v + vρ+ vρ2 + . . . =
v

1− ρ
=

v

15
16.

Questi calcoli, ad esempio per il triangolo equilatero con A = (0, 0), confer-
mano i calcoli fatti in partenza.

Si può chiudere il cerchio nel seguente modo. Abbiamo calcolato che il
vettore da A al punto di convergenza come

v

15
16 =

1

15
(−12A+ 6B + C).

Mutatis mutandis, se consideriamo la sequenza partendo con B, C, A, il
vettore da B al punto di convergenza è

1

15
(6A− 12B + 6C).

Il vettore tra i punti A e B è

1

15
15(A−B),

quindi il vettore tra i due punti di convergenza può essere calcolato come

1

15
(15(A−B) + (6A− 12B + 6C)− (−12A+ 6B + C)) =

A−B
5

.

CVD, il lato del triangolo interno corrispondente al lato AB è lungo un quinto
dello stesso.
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SOL - Tassi fissi e tassi variabili

a <- runif(10, 0.08, 0.12); a

F <- 1+a; Fa <- mean(F); Fg <- prod(F)^.1; c(Fa, Fg)

c(M_v <- prod(F), M_g <- Fg^10, M_c <- Fa^10)

plot(cumprod(F), t=‘‘"l’’", col=‘‘"green’’", lwd=2);

lines(Fg^(1:10), t=‘‘"l’’", col=‘‘"red’’", lwd=4);

lines(Fa^(1:10), t=‘‘"l’’", col=‘‘"blue’’", lwd=2);

cumprod(F)

Fg^(1:10)

Fa^(1:10)

SOL - Tagli a destra e a manca

Immaginiamo che il punto di partenza di un taglio di Chiara abbia coordinate
(x, y). Il punto di partenza del taglio di Lorella partirà da metà del taglio
di Chiara. E’ facile vedere che da (x, y), un taglio di Chiara porta il nuovo
punto di partenza alle coordinate

(
x
2
, y + x

2

)
. Il taglio di Lorella invece lo fa

spostare da (x, y) a
(
x+ d−x

2
, y + d−x

2

)
.

La lunghezza dello spostamento del punto di partenza di un taglio non è
altro che la larghezza del pezzetto di caramello asportato. Questa larghezza

vale x2

2
in un caso e (d−x)2

2
nell’altro, come è facile vedere calcolando la di-

stanza tra le coordinate del punto (x, y) e del nuovo punto a seconda dei due
casi.

Queste due distanze devono essere uguali. Attenzione! Queste distanze
sono calcolate a partire al punto (x, y), solo che ad esempio dopo il taglio di

Chiara il punto diventa
(
x
2
, y + x

2

)
, quindi nella distanza (d−x)2

2
sostituiamo

a x il valore x
2

e uguagliamo all’altra distanza. Il risultato è x = 2
3
d, come

forse intuibile. . .

OK, andrebbe anche provata la convergenza, o che la media corrisponde
al valore limite, ecc ecc. Ad ogni modo il risultato è che la larghezza del
pezzo tagliato tende ad essere m = 1

3
d
√

2. Il pezzo tagliato tende ad essere

un trapezio rettangolo con basi m, 2m e altezza m. Area 3
2
m2 = d2

3
. Nel caso

specifico, 12.

In realtà, se ci si accontenta di ignorare considerazioni di limite, si può
anche evitare di fare calcoli, dividendo un quadrato di lato d in nove parti e
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cercando quel trapezio che ha una base doppia dell’altra, separando a metà
alcuni dei nove quadrati: il trapezio ne occupa tre.

SOL - Tre cinesi con un contrabbasso

Se non fosse possibile ordinare le permutazioni come richiesto occorrereb-
be dimostrarlo, probabilmente con un ragionamento per assurdo. Se fosse
possibile, probabilmente sarebbe possibile una dimostrazione costruttiva. Lo
sforzo dimostrativo forse sarebbe minore se sapessimo in anticipo la solu-
zione, ma è anche vero che provare a dimostrare una cosa falsa potrebbe
aiutarci a capire meglio il problema. In ogni caso vale sempre il principio di
ragionare prima su casi semplici e di sporcarsi le mani. Bisogna anche tenere
presente che il fatto che gli elementi siano 5 potrebbe essere fondamentale
come irrilevante.

Il caso banale è quello di un elemento, con un unico girotondo, a. Inutile.
Con due elementi, il girotondo richiesto è immediato, ab, ba. Con tre elementi
si trova abbastanza in fretta qualcosa come abc, acb, cab, cba, bca, bac.

Vediamo se questo ultimo caso ha abbastanza “struttura” per aiutarci a
trovare una generalizzazione. Si può provare a sfruttare il girotondo di tre
elementi per passare ad un girotondo di quattro? Cosa è successo quando da
due elementi siamo passati a tre?

Con un po’ di fortuna e un po’ di occhio si può guardare al girotondo di
tre diviso in due parti, la prima che vede l’elemento a muoversi da sinistra
verso destra intercalandosi in tutte le posizioni possibili della coppia cb, la
seconda parte che vede l’elemento a percorrere a ritroso la coppia bc. Far
scorrere un elemento dalla prima all’ultima posizione e viceversa rispetta le
regole del girotondo, perchè l’elemento cursore cambia di posto con un solo
elemento per volta.

Provando ad astrarre, si può trovare il passo di ricorrenza, che insieme
al girotondo di tre elementi porta ad un algoritmo che genera girotondi di
qualsiasi numero di elementi, compreso cinque.

L’astrazione è la seguente. Immaginiamo di avere un girotondo di n ele-
menti e prendiamo la prima permutazione. Aggiungiamo un elemento cursore
in tutte le posizioni da prima del primo elemento a dopo l’ultimo, generando
cos̀ı n+ 1 nuove permutazioni. L’elemento cursore resta in fondo e passiamo
alla seconda permutazione degli n elementi di partenza, con un passaggio leci-
to. L’elemento cursore attraversa nuovamente gli n elementi, generando cos̀ı
altre n + 1 nuove posizioni. Procediamo facendo scorrere l’elemento cursore
facendogli attraversare tutte le posizioni delle permutazioni di n elementi.
Molto più difficile a dirsi che a farsi.
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Come esempio, riporto le 120 permutazioni di 5 elementi, generate dal PC
secondo l’algoritmo sopra descritto. Per concludere aggiungo solo che i giro-
tondi generati da questo algoritmo potrebbero non essere unici: è possibile
crearne altri?

abcde, bacde, bcade, bcdae, bcdea, cbdea, cbdae, cbade, cabde, acbde,
acdbe, cadbe, cdabe, cdbae, cdbea, cdeba, cdeab, cdaeb, cadeb, acdeb, ad-
ceb, daceb, dcaeb, dceab, dceba, dcbea, dcbae, dcabe, dacbe, adcbe, adbce,
dabce, dbace, dbcae, dbcea, bdcea, bdcae, bdace, badce, abdce, abdec, ba-
dec, bdaec, bdeac, bdeca, dbeca, dbeac, dbaec, dabec, adbec, adebc, daebc,
deabc, debac, debca, decba, decab, deacb, daecb, adecb, aedcb, eadcb, edacb,
edcab, edcba, edbca, edbac, edabc, eadbc, aedbc, aebdc, eabdc, ebadc, eb-
dac, ebdca, bedca, bedac, beadc, baedc, abedc, abecd, baecd, beacd, be-
cad, becda, ebcda, ebcad, ebacd, eabcd, aebcd, aecbd, eacbd, ecabd, ecbad,
ecbda, ecdba, ecdab, ecadb, eacdb, aecdb, acedb, caedb, ceadb, cedab, ced-
ba, cebda, cebad, ceabd, caebd, acebd, acbed, cabed, cbaed, cbead, cbeda,
bceda, bcead, bcaed, baced, abced

SOL - Il piccolo di Fermat, googol divisibili per

7 e 360 palline colorate

La soluzione si trova per costruzione. Il numero n deve essere il più piccolo
possibile, quindi inizia per 10. Dividiamo per 9 e il primo resto è 1. Il numero
n deve continuare al minimo con 2, perché se fosse 100 o 101 avrei di nuovo
un resto di 1 o un resto di 2 consecutivo all’1 appena trovato.

Dunque n inizia con 102, e lo divido per 9 facendo 1 con resto di 1 e 1
con resto di 3. Il prossimo numero inizia con 3, è il più piccolo possibile e
diviso per 9 dà resto diverso da 1 e 3 (già presenti) e 2 (consecutivo). E’ il
2, il 9 nel 32 ci sta 3 volte e il resto è 5.

Cos̀ı continuando, troviamo che 1022242221 diviso per 9 genera in se-
quenza i resti 1, 3, 5, 7, 2, 4, 6, 8 che rispondono ai requisiti. E’ anche per
costruzione il numero più piccolo. Il risultato della divisione è 113582469,
che non contiene il 7. Povero!

SOL - Una diagonale a posto e una sfasata

Il rettangolo è bipartito dalla diagonale di lunghezza d. Le due dimensioni
del rettangolo sono a e b. Il triangolo rettangolo di cateti a, e b e ipotenusa d
è diviso in due da un’altezza h. L’area di un triangolino piccolo, delimitata
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da b e da h (e da x), moltiplicata per due, è 1
5

dell’area del rettangolo:

b2

a2 + b2
ab

2
2 =

1

5
ab,

da cui
4b2 = a2

e allora a = 2b e la diagonale è d = b
√

5.

h
b

a

d x

Figura 3.7: Il mezzo rettangolo.

Si può calcolare allora h = ab
d

= 2√
5
, e con Pitagora,x2 = b2 − 4

5
b2 = b2

5
.

La probabilità cercata è d−2x
d

= 1− 2x
d

, ossia 1− 2b√
5

1
b
√
5

= 1− 2
5

= 3
5
.

SOL - Un gioco da poppanti

Il problema è facilmente risolvibile anche in termini generici, con n coppette.
Dobbiamo formare j coppie, lasciando quindi n − 2j coppette singole. In
totale, tra coppie e singoli, ho n − j cose, e posso combinarle in modo da
piazzare le j coppie in

(
n−j
j

)
modi diversi.

Per ognuno di questi modi ho j possibilità per nascondere la pallina gialla,
quindi la soluzione al problema originale è

5∑
j=1

(
n− j
j

)
j = 235.

Il problema è imparentato con la sequenza dei numeri di Fibonacci, che
come è noto contano il numero di tassellazioni di una striscia di quadra-
ti usando solo domini e monomini. La situazione è identica a quella delle
coppette dove i domini sono quelle accoppiate e i monomini quelle singole.

Costruiamo la sequenza di numeri ai che contano in quanti modi, usando
quadrati singoli e doppi, è possibile ricoprire una stringa 1× i. C’è una sola
possibilità per i = 1, e due possibilità per i = 2:

a1 = #{•} = 1; a2 = #{•/•, ••} = 2.
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Per un i generico posso contare indipendentemente e poi sommare quante
sequenze finiscono con • e quante finiscono con ••. Tutte le sequenze che
finiscono per • si possono ottenere aggiungendo un • ad una sequenza lunga
i−1. E viceversa: se una sequenza lunga i finisce con •, allora posso togliere
il • finale e ritrovarmi con una delle sequenze lunghe i−1. Le sequenze lunghe
i che finiscono con • sono allora ai−1. Con ragionamento simile troviamo che
le sequenze che finiscono con •• sono ai−2, e dunque ritroviamo la ricorrenza
di Fibonacci. Ad esempio

a3 = a1 + a2 = #{{•/ ◦ ◦} ∪ {•/ • /◦, • • /◦}} = 3.

La sequenza ai è quella dei numeri di Fibonacci, e continua con a4 = 5, e
poi 8, 13, 21, 34, 55, 89, . . .

Il problema delle coppette suggerisce però una partizione per i numeri
di Fibonacci in base al numero di domini. Se ci sono le configurazioni con
esattamente i domini, e siccome al massimo i domini possono essere bn

2
c,

allora

an = c0 + c1 + · · ·+ cbn
2
c.

Abbiamo visto che possiamo scrivere ci =
(
n−i
i

)
, quindi

an =

(
n

0

)
+

(
n− 1

1

)
+

(
n− 2

2

)
+ · · ·+

(
n− bn

2
c

bn
2
c

)
,

che oltre ad essere una formula nota (non da me) ed avere un nome (che
avevo trovato ma non so), è una formula che tutti abbiamo visto: sono i
numeri di Fibonacci che si leggono al lato del triangolo di Pascal facendo la
somma degli elementi che si trovano su rette inclinate con pendenza positiva.
Eccone solo uno di esempio:

1

1 1

1 2 1 1+5+6+1=13

1 3 3 (1)

1 4 (6) 4 1

1 (5) 10 10 5 1

(1) 6 15 20 15 6 1
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SOL - Intersezioni di cerchi, e poi di ipersfere

Trovo le coordinate del punto di intersezione. Come riscaldamento, iniziamo
con tre dimensioni. Le equazioni delle sfere sono

(x1 − 1)2 + x22 + x23 = 1

x21 +

(
x2 −

1

2

)2

+ x23 =
1

22

x21 + x22 +

(
x3 −

1

4

)2

=
1

42

e chiamando S = x21 + x22 + x23, sviluppando i quadrati, equivalgono a

S = 2 · x1 · 1

S = 2 · x2 ·
1

2

S = 2 · x3 ·
1

4

da cui x2 = 2x1 e x3 = 4x1. Mettendole nella prima equazione

(x1 − 1)2 + 4x21 + 16x21 = 1

da cui x1 = 2
21

, x2 = 4
21

e x3 = 8
21

.
Con gli stessi calcoli, il risultato si estende a n dimensioni. Ho n ipersfere

di raggi 1, 1
2
, 1

4
, 1

8
, . . ., 1

2n−1 , che scrivo come a0, a1, . . ., an−1 con a = 1
2
.

Le equazioni delle ipersfere sono

(x1 − 1)2 + x22 + . . .+ x2n = (a0)2

x21 +
(
x2 − a1

)2
+ . . .+ x2n = (a1)2

. . .

x21 + x22 + . . .+
(
xn − an−1

)2
= (an−1)2.

La cosa divertente è che nella prima equazione ho scritto (a0)2 al posto di 1.
Chiamando nuovamente S la somma di tutti i quadrati, queste equazioni ci
portano a

S = 2 · x1 · a0

S = 2 · x2 · a1

. . .

S = 2 · xn · an−1
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e quindi x2 = x1
a1

, x3 = x1
a2

, . . ., xn = x1
an−1 . Sostituiamo nella prima equazione,

ottenendo

(x1 − 1)2 +
(x1
a1

)2
+ . . .+

( x1
an−1

)2
= 1.

Indico con b =
(
1
a

)2
= 4, riscrivendo quest’ultima equazione come

x21 − 2x1 + x21b
1 + . . .+ x21b

n−1 = x21(b
0 + b1 + . . .+ bn−1)− 2x1 = 0.

La serie geometrica ha forma chiusa bn−1
b−1 = 4n−1

3
, e quindi

x1 =
2 · 3

4n − 1
,

e tutte le altre coordinate sono una il doppio dell’altra: x2 = 2x1, x3 = 8x1,
ecc.

Esempio. Per n = 2 trovo x1 = 6
15

= 2
5
, e x2 = 4

5
, soluzione già nota.

Esempio per n = 3 trovo x1 = 6
63

= 2
21

, e x2 = 4
21

e x3 = 8
21

, che conferma
i calcoli di sopra.

I valori a(n) = 4n−1
3

sono sempre interi, vedere sequenza http://oeis.org/A002450
Per risolvere il problema proposto, sappiamo che il punto di intersezione

ha coordinate
2

a(n)
,

4

a(n)
, . . . ,

2n

a(n)
.

Sommando, a numeratore ho una geometrica: 2·(2n−1). Il denominatore
si può anche scrivere come 3 ·a(n) = (2n+1)(2n−1), s̀ı da semplificare. Quel
che rimane deve essere inferiore a uno su 171:

6

2n + 1
<

1

171

da cui 2n > 6 · 171 − 1 = 1025. E noi sappiamo che 210 = 1024, quindi 10
dimensioni non bastano.

SOL - Palchetto

Chiamo ` la larghezza di tutta la figura, h la larghezza di un listello.
Nella croce centrale
l’area è 4hx − h2. In figura c’è la croce centrale di braccio `−2h

4
e quella

formata dai 4 listelli diagonali corti, di braccio `−2h
4

√
2−h. Le aree di queste

croci sono

L1 = `h− 2h2 − h2 + `h
√

2− 2h2
√

2− 4h2 − h2 =
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h

x

Figura 3.8: Incrocio di listelli.

x

h

Figura 3.9: Cornice di listelli.
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−8h2 + `h+ `h
√

2− 2h2
√

2.

In
l’area è 4hx− 4h2. In figura questa cornice si ottiene con i listelli interni,

lato `−2h
2

, con i listelli diagonali lunghi, lato `−2h
2

√
2, e con la cornice esterna,

lato `. L’area:

L2 = 2`h− 4h2 − 4h2 + 2h
√

2− 4h2
√

2− 4h2 + 4`h− 4h2 =

−16h2 + 16`h+ 2`h
√

2− 4h2
√

2.

L’area dei quattro quadrati è

Q =

(
`− 2h

2
− h
)2

=

(
`− 4h

2

)2

.

Cerchiamo h tale che Q = T , con T area dei triangoli.
Attenzione! I triangoli non sono tutti uguali! I quattro triangoli interni

hanno un’area diversa dagli altri otto, quindi calcoliamo T per differenza.
Deve allora essere

L1 + L2 + 2Q = `2.

Da

−24h2 + 7`h+ 3`h
√

2− 6h2
√

2 +
`2

2
+ 8h2 − 4`h,

troviamo una quadratica in h:

h2(16 + 6
√

2) + h(−3`− 3`
√

2) +
`2

2
= 0,

che ha soluzione

h = `
3 + 3

√
2±

√
6
√

2− 5

4(8 + 3
√

2
,

non propriamente carino. Il problema dice di trovare il numero di soluzione,
che sembrerebbero essere 2. Ma non è finita qua.

La larghezza di un listello deve essere minore o uguale al lato corto dei
listelli diagonali lunghi, perché il listello deve rientrare nello spazio ad angolo
compreso tra due triangoli. Allora

h ≤ 2

[
(`− 2h)

√
2

4
− h

]
,

cioè

h ≤ `

√
2

2

1

3 +
√

2
.
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Viene che ±
√

13
√

2 ≤ 4
√

2− 3.
Il caso con il più implica che

√
2 ≤ 1 + 1

37
, il caso con il meno che√

2 ≥ 1 + 7
37

. Dato che 1
37

supera 0.027, il primo è falso e il secondo è
vero. Un solo valore di h è dunque possibile.

SOL - Spirale romboidale

Chiamiamo k il numero di giri intorno all’origine, dove il primo giro è de-
limitato dai primi quattro segmenti, il secondo dai successivi quattro e cos̀ı
via.

Una prima considerazione è che si può approcciare il problema in modo
estremamente rozzo: l’area colorata è all’incirca la metà dell’area del rombo,
e l’errore che si commette diminuisce con l’aumentare del numero di giri.
In funzione di k, e continuando ad approssimare, possiamo pensare alle due
diagonali del rombo come identiche e lunghe 2k, per un’area totale di 2k2.
Per metà di quest’area si ha k ∼

√
405 ∼ 20. Il numero di giri è 20, il numero

di tratti per delimitarli è quattro volte tanto, quindi 80. Pro: la soluzione
è molto veloce e intuitiva; contro: potrebbero esserci degli errori se l’ap-
prossimazione è per eccesso o per difetto, e quindi non possiamo esprimerci
riguardo a k con esattezza (valesse 19?). E poi ci perdiamo anche qualche
altro risultato carino.

Se non fosse per il quarto quadrante, e se avessimo un rombo perfetto,
la soluzione rozza sarebbe stata anzi completa. Calcoliamo separatamente
i quattro quadranti. Siccome ogni quadrante è colorato in un giro s̀ı e in
uno no, consideriamo doppi giri, vale a dire k = 2m, in modo da avere una
situazione completa e non sbilanciata. A rigore, dovesse 405 essere compreso
tra due valori di k pari consecutivi, dovremmo calcolare l’area di un giro
singolo o parte di giro.

Quadranti I e III, che sono identici. Le aree dei trapezi (il primo è un
triangolo), sono

0 + 1

2
+

2 + 3

2
+

4 + 5

2
+ . . .+

2m+ 2m− 1

2
.

I trapezi hanno infatti basi e altezze proporzionali alla
√

2, che quindi si
semplifica. A numeratore abbiamo la somma di tutti i numeri fino a 2m, e
allora possiamo riscrivere

2m2 −m
2

.

Calcoli similissimi sono per II quadrante in basso a destra:

1 + 2

2
+

3 + 4

2
+

5 + 6

2
+ . . .+

2m− 1 +m

2
,
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e quindi si ottiene

2m2 +m

2
.

Basta solo prestare attenzione a quanti addendi ci sono. Sommando il I
e il II quadrante colorati a metà si dovrebbe ottenere un quadrante intero
completamente colorato. E infatti la loro somma è 2m2, che è effettivamente
la metà di (2m)2.

Per il IV quadrante iniziando a calcolare le aree dei primi trapezi si ottiene

1 + 3

2
+

3 + 5

2
+

5 + 7

2
+

7 + 9

2
+. . .+

2m− 1 + 2m+ 1

2
=

(m− 1)2 +m2 − 1

2
.

Sommando numeri dispari in successione si ottiene un quadrato, e nella nostra
somma stiamo sommando due volte i numeri dispari, una volta partendo da
3, e fermandoci a valori diversi.

Mettendo insieme i quattro quadranti:

m(8m+ 1)

2
.

Giocando a sostituire i primi numeri interi al posto di m si vede che 8m+1
può assumere tutti i quadrati dei numeri dispari! Detto in altri termini, ogni
quadrato dispari si può scrivere nella forma 8m+ 1.

Ancora: i valori di m per i quali 8m + 1 = (2w + 1)2 sono i numeri
triangolari. Scoperto questo proviamo facilmente l’osservazione del paragrafo
precedente. Infatti, se m = a(a+1)

2
, allora 8m + 1 = 4a2 + 4a + 1 = (2a +

1)2. E dunque la nostra area può essere, in un numero infinito di modi, il
semiprodotto di un numero triangolare per un quadrato perfetto.

Per tornare al problema, sappiamo che m(8m+1)
2

= 405, e quindi che

m(8m+ 1) = 10 · 81

e allora m = 10, che se non si ha occhio si può trovare anche come unico
valore positivo risolvendo la quadratica.

Se m = 10, k = 20 e il numero di tratti è 4k = 80. Come prima, ma
arricchiti.

SOL - Cerchi e quadrati

Chiamiamo r1, r2, r3, . . . la sequenza dei raggi dei cerchi in C1, C2, C3, . . .
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Le distanze dei centri dal centro del primo sono 0, r1 + r2, r1 + r2 + r3,
r1 + 2r2 + 2r3 + r4, ecc. In generale

di = r1 + 2

(
i−1∑
k=2

rk

)
+ ri.

Il raggio del primo cerchio è costante, e nel nostro caso è uno: r1 = r = 1.
Il secondo raggio si calcola come differenza con la diagonale del quadrato:

r2 = r1(
√

2− 1).
Il terzo raggio si calcola allo stesso modo: r3 = r2(

√
2−1) = r1(

√
2−1)2.

A questo punto può essere utile definire ρ =
√

2−1, e il raggio dell’i-esimo
cerchio è

ri = ri−1 · ρ = ρi−1 · r.
Possiamo quindi calcolare la distanza generica:

di = r + 2
i−1∑
k=2

rρk−1 + ρi−1r,

che ha forma chiusa usando la somma della geometrica ρ+ ρ2 + . . .+ ρi−2 =
ρ−ρi−1

1−ρ . E quindi

di = r + 2r
ρ

1− ρ
(1− ρi−1) + rρi−1.

Il cerchio i-esimo quindi si estende fino a di + ri dall’origine. Notiamo
che ρ è un numero minore di 1, quindi elevandolo a potenza i − 1 esima lo
rendiamo sempre più piccolo, tendente a zero. Quando i diverge, di+ri tende
a

r + 2r
ρ

1− ρ
,

che nel nostro caso (r = 1) vale

1 + 2

√
2− 1

2−
√

2

2 +
√

2

2 +
√

2
= 1 +

√
2.

Conclusione: anche aggiungendo infiniti strati di cerchi, non si supera
mai la barriera data dal problema.

SOL - Passo doppio binario

Il problema è di parità: a parte lo specifico movimento descritto dal problema,
per tracciare un percorso chiuso, e tornare al punto di partenza toccando
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tutte le caselle, il lato della scacchiera deve essere pari. Il percorso chiuso,
infatti, alterna il passaggio tra caselle bianche e caselle nere. Se il lato della
scacchiera è dispari, e quindi il numero totale di caselle è dispari, allora c’è ad
esempio una casella bianca in più di una casella nera. E’ impossibile costruire
un circuito di caselle di colore alterno se c’è sovrannumero di caselle di un
colore.

Per caselle di lato pari invece il percorso è sempre possibile, come è facile
vedere per costruzione. Le possibilità sono molteplici, ad esempio attraver-
sando da scacchiera da in alto a sinistra muovendosi lungo tutte le righe, una
alla volta e alternando il senso di moto, lasciando vuota la prima colonna per
la quale risalire.

Individuato un circuito chiuso, è sufficiente percorrerlo ripetutamente:
dopo ogni transito il numero di binari tracciati aumenta, fino a che ne sarà
completamente ricoperto.

Un percorso chiuso del genere attraversa tutte le caselle, quindi anche
quella scelta a caso. Il problema allora si traduce nel calcolare la probabilità
che, scegliendo a caso una casella, questa appartenga ad un scacchiera di lato
pari. Le caselle in tutto sono

12 + 22 + . . .+ 102 = 385 = 5 · 7 · 11.

Le caselle appartenenti a scacchiere di lato pari sono

22 + 42 + 62 + 82 + 102 = 220 = 2 · 2 · 5 · 11.

Quindi la probabilità cercata è 4
7
> 1

2
.

SOL - Strisce colorate che si intrecciano

Il problema è isomorfo a considerare 4+4 = 8 lampadine. Una lampadina ha
la sequenza 0− 1 che rispetta le condizioni, perché agisco su una lampadina
per volta e torno al punto di partenza.

Per due lampadine ripeto la sequenza di una lampadina due volte, la
seconda riflettendo la prima, e aggiungendo come prefisso una copia della
sequenza stessa: 00− 01− 11− 10.

Posso continuare allo stesso modo. Per tre lampadine ripeto la sequenza
00− 01− 11− 10, la accodo al suo inverso 10− 11− 01− 00 e ci aggiungo 0
nel primo caso e 1 nel secondo:

000− 001− 011− 010− 110− 111− 101− 100.

La sequenza può essere estesa a 8 o a un numero arbitrario di lampadine.
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Nel caso specifico, le strisce possono essere azionate in modo indipendente.
Ci si può accontentare di una sequenza che, a parità di disposizione delle
strisce orizzontali, percorre tutte le possibilità per le strisce verticali. Questa
sequenza può essere percorsa a due velocità: dopo ogni ciclo per le strisce
verticali si percorre di uno la sequenza per le strisce orizzotali.

SOL - Funzioni a scalini

L’intervallo è lungo n = 11, che è la lunghezza complessiva dei scalini. Il
numero di discontinuità è pari, e le posizioni di questi salti sono tra scegliersi
in N = n− 1 = 10 posti.

Il problema allora è risolto prendendo tra N posti 0 discontinuità, che
corrisponde all’ammessa funzione costante pari a zero, 2 discontinuità, che
porta a tre scalini, 4 discontinuità e cos̀ı via per tutti i numeri pari. Si intende
che dato un insieme pari di discontinuità scelto tra N posti possibili è sempre
possibile disegnare una funzione di quelle richieste, e viceversa tutte quelle
funzioni posso essere rappresentate con un insieme pari di discontinuità.

Il risultato del problema è(
N

0

)
+

(
N

2

)
+

(
N

4

)
+ . . .+

(
N

N

)
= 2N−1.

Credo che l’induzione, per dimostrare la formula, sia più che sufficiente.
Si può anche vedere dal triangolo di Tartaglia. Il triangolo parte dalla prima
riga 1 relativa al caso 0, la seconda riga contiene 1 − 1 ed è relativa al caso
1, e cos̀ı via. Guardiamo la riga relativa al caso N , che è un numero pari, e
sommiamo tutti i numeri in posizione dispari, vale a dire il numero relativo
a
(
N
0

)
che è al primo posto, quello relativo a

(
N
2

)
che è al terzo posto ecc,

fino a quello relativo a
(
N
N

)
che è all’ultimo posto. Ricordandoci la genesi

del triangolo, vediamo che ognuno di questi numeri è la somma di due della
riga prima, e che complessivamente la sommatoria equivale a sommare tutti
i numeri della riga precedente esattamente una volta. La riga precedente è
relativa al caso N − 1, e la somma di tutti i suoi numeri è risaputo essere
2N−1.

Figura 3.10: Esempio delle righe 5 e 6
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Tenendo conto che i numeri della riga N sommano a 2N , e che quelli in
posizione dispari totalizzano, come visto, 2N−1, allora per differenza quelli
pari hanno la medesima somma, cosa a prima vista non intuitiva.

Aggiungo solo che se N fosse dispari, allora il risultato continua ad es-
sere valido e la dimostrazione risulta, questa volta s̀ı, intuitiva. Infatti ogni
sottoinsieme di dimensione dispari può anche essere ottenuto da un N di-
spari per differenza, togliendo un sottoinsieme di dimensione pari. Quindi
il numero dei sottoinsieme pari e dispari deve essere lo stesso perché sono
intrinsecamente accoppiati. Per N pari non mi è palese questa eleganza.
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